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do wie wir im Eingange des ersten Theiles ^ welcher die schein- 
baren prte der himmlischen Körper zum Gegenstande hatte , uns 
mit den Hülfsmitteln zu diesen Untersuchungen , von denen der 
grös^tcTheil unter der Benennung der sphärischen Trigonometrie 
bekannt ist ^ beschäftigt haben , eben so wollen wir auch hier , wo 
es um die wahren Orte jener Körper und die Lage der Bahnen 
derselben zu thun ist, einige allgemeine Betrachtungen über die 
Lagen der Ebenen unter einander vorausschicken 9 welche uns in 
der Folge nützlich seyn werden. 

1. Man denke sich drey Ebenen, (Fig. A) die erste ABD, 
"die zweyte AC E, und die dritte ADE, welche alle durch 
den Anfangspunct A der Coordinaten gehen. Von einem Puncte 
F der dritten Ebene fälle man das Loth F G auf die erste, und 
F H auf die zweyte Ebene. Durch don Punct G ziehe man auf 
die willkührliche Linie A B das Loth G B , und durch den Punct 
H auf die Durchschnittslinie A G der ersten und zweyten Ebene 
das Loth HG. Es sey AB=x, BG = y,GF:^z, und ebenso 
AC = X, GH=y, HF = Z, und die Gleichung der dritten 
Ebene gegen die erste sey 

0= mx + ny + pz 

so wie die Gleichung der dritten Ebene gegen 'die zweyte 

o=MX + NY + PZ 
Es sey a. die Neigung der zweyten Ebene gegen die erste 
oder gegen die Ebene der x y, und eben so a unda" die Neigung 
der zweyten Ebene gegen die der x'z und der y z. Ist von der Lage 
der dritten Ebene gegen die erste die Rede, so sollen diese Grös- 
sen in derselben Ordnung aa'a" seyn, und ist von der Lage der 
dritten Ebene gegen die zweyte die Rede, so sollen sie AA'A" 
seyn. Dasselbe soll auch von allen folgenden Zeichen ß ^ ß" , 
hob", BB'B" u.s w. verstanden werden, deren Bedeutung in der 
Folge erklärt werden wird. Endlich bezeichne ich noch der Kür- 
ze wegen die coordinirten Ebenen 

y z durch o tind Y Z durch O 
xz i XZ I 

xy 2 XY II 

A9 



2. Diess.vorausiceset^t, wollen wir mit der Bestimmung der 
Lage der dritten Ebene gegen die erste anfangen. Es sey also 
a a' a'' die Neigung der dritten Ebene in derselben Ordnung ge- 
gen die Ebene 2, i , o. Setzt man der Kürze wegen r* = m* + 
n*-|-p', so ist bekanntlich 

Cos a = J^^ 
. r 

Cos a' = - 

r 

Cosa" = i?? 

woraus man leicht auch die Werthe von Sin a , tg a , u. f. ent- 
wickeln wird. 

3. Sey eben so b b' b" der Winkel der Knotenlinie der drit- 
ten Ebene in 2 i o mit der Axe der x y z,, so hat man 

tg b = — — 

r 

tgb' = + -e 

m 
tgb'=-il. 

Um Gleichförmigkeit in den Zeichen dieser trigonometri- 
ischen Functionen zu erhalten , kann man annehmen , dass eine 
gegen 2 positiv geneigte Ebene im ersten und vierten Quadranten 
gegen das positive y, und im zweyten und dritten Quadranten 
gegen das negative y gekehrt ist , vorausgesetzt , dass man bloss 
diejenige Seite der Ebene betrachtet , welche dem positiven z ent- 
spricht, Dasselbe wird man von den beyden andern Neigungen 
a' und a' bemerken. Die Winkel der Knotenlinien mit den Axcn 
der drey Goordinaten aber sollen so gewählt werden , dass die 
positiven b von x A gegen y (Fig. B)^ die positiven b' von Z A 
gegen ^, und die positiven d von YA gegen Z zu nehmen sind, 
durch welche Annahme inan alle Winkel in einer und derselben 
Bichtung zählt. Für diese Winkel der Knotenlinie rauss noch be- 
merkt Verden , dass es noch sechs andere Winkel gibt , welche 
ebenfalls hieher gehören , von denen aber drey die Gomplemente 
der drey oben gegebenen zu rechten Winkeln , und die drey letz- 
ten selbst rechte Winkel sind. 

4. Sey c c' c' nach der Ordnung der Winkel der Knotenlinie 
der dritten Ebene ixt 2, 2, i mit der Knotenlinie der dritten Ebene 
in^i> o, o, so i^t 

mr-^ 



np 

.„ ^. nr 

mp 



tgc 



mnj 



5. Schon aus den gegebenen drey Systemen zwischen den 
Grössen a b c folgen mehrere merKwürdige Combinationen f 
von welchen ich nur die vorzüglichsten angeben werde. 



, , Cosa"^ 

*e*^ = CoT7 

^ ,, Cos a, 
tgb = - 



Cos b '= 
Cosb' = 
Cosb" = 



tgb"= 
Cos a' 



Cosa" 
Cosa' 



Cos a^ 



Sinb =s 

Sinb'si: 

» 

Sinb^ss 



Cosa 



*/\ 



Sin a 
Cos a 

Siiiir 
Cos a' 



m a J 



Sin a 
Cosa' 



Sin SL 
Cos a 



Sin a" 



Cotg a ::= Sin b tg b' = Cos b Cotg b" 
Cotg a' = Sin b' tg b ' = Cos b' Cotg b 
Cotg a" = Sin b" tg b = Cos b' Cotg b 




_ Cos a" 

^6^ —— Cosa Cosa' 



tg b Cotg b' 



tg c' = — 



Cosa' 



tgc" = - 



Sin c = 



Sin c' 



Sinc"== 



Cos a Cos a'' 

Co s a 
Cos a' Cos a" 

Cos ^' _ 

Sin a Sin a' "* 

Cos a' 

Sin a Sin a" "^ Sin a 

Cos a Sin b' 

Sin a Sin a" -' Sin^ 



Cos a 

tgb" 

CösF 
Cosa' 



Cos a' 

Cotg bl 

Cos a 



Cotg b' 



Cosa 



Sinb 
Sin a' 
Sin b" 



Cos b^ 
Sin a 
Cos b 
Sin a" 
Cos b** 
Sin a' 



u. s. w. 



Diese Gleichungen biethen zugleich mehr als ein Mittel dar ^ 
zu entscheiden , in welchen Quadranten man die Winkel a b c 
zu nehmen habe. Gewöhnlich wird die Lage^ der Ebene durch 
die beyden Grössen a und b gegeben ; da aber die Winkel a a a'' 
nur dem ersten oder dem zweyten Quadranten angehören können^ 
so sieht man sofort , wenn a und b gegeben ist , ob a'' und a" in 
den ersten oder iii .den zweyten Quadranten fallen > durch dia 
Gleichungen 

Cos a' = Sin a Cos b 
Cos a" = Sin a Sin b 

und f^r die Grosse b' und b" hat man eben so 

Cotg a 



tgb' = 



Sin b 



® Cos b 

welche Gleichungen för b' und b'' zwey Quadranten geben « von 
welchen der hiehergehörende durch die Gleichungen 

Cos a ' . Cos a' 

Sinb' = ^^— ; Sinb''=--_ 
Sin a Sm a 

oder auch durch die Gleichungen : 

^ , , Cos a" ^ , ^ Cos a 

C0Sb'=^-— ;- C0Sb"=-: ; 

5in a Sm a 

bestimmt wird. 

Endlich lassen sich auch die Verhältnisse der constanten 
Grössen m n p durch die Winkel a b c auf verschiedene Art aus- 
drücken. So ist 

m « f ^ , . ^ Cos a" Cotff a' 

5?= — tgb=5 — tga'Cosb'=tgcCosa= =— ^— 

n ^ ^ ^ Cosa' Sinb" 

Cos a Cotira 



P=+tg b'=+tg a"Cos b" = ~ tg c" Cos a' = +i^ -^= 4 



m " " " Cosa" Sin b 

n , „ '^1 » ^ if Cos a' Cote a' 
il^— _tgb" = — tgaCosbzstgc'Cosa"!:: =— . 5— 

p Cos a Sin b' 

E)x. Ist a = b = lo"* so ist 

Log — = 8. 4659890 

liog ~ = 9. 2396703 n 

Log — =9- 2463187 n und 
n 

a' = 8o^9'i2V b' = 88° i4'46' 

a'^= 88 16 19 b"= 9 öl 4 

c = 169" 5o' 56" 

^' = 99 ^* 4 
c" = 90 18 o 

6. Dieselben Ausdrücke lassen sich auch sofort auf die Lage 
der dritten Ebene gegen die zweyte anwenden , wenn man ab . . . 
' in die analogen A B . • verwandelt. Ist nähmlich , der anfangs 
angenommenen Bezeichnung zu Folge , A A' A" die Neigung der 
dritten Ebene gegen die coordinirte Ebene II I O , und B der 
Winkel der Knotenlinie der dritten Ebene in II mitder Axe derX, 
und G der Winkel derselben Knötenlinie der dritten Eb^ne in II 
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7 
mit der Rnotenlinie der dritten Ebene in I u. s. w. so ist, wenn 
wieder R' = M* + N' ■+- P' gesetzt wird , 

P 

Cos A s= =- u. f. wie §. 2 
it 

^ CosA" ^ . , ^ 

tg B = ~ u. f. wie §. 5 

Cos A 

und sofort (iir alle übrigen. 

7. Es ist angenehm und oft nützlich » die Resultate der ana- 
lytischen .Geometrie auch auf dem bisher gewöhnlicheren Wege 
der sphärischen Trigonometrie zu suchen. Zu diesem Zwecke sey^ 
Fig. ß) Agv, A|Y, ABC die vorhin betrachtete erste, zweyte 
nd dritte Ebene , deren, gemeinschaftlicher Anfangspunct der 
Mittelpunct einer Kugel von unbestimmtem Halbmesser ist. Man 
kann sich vorstellen , dass von dieser Kugel die Halbmesser A ^ 
und A <2 in der Ebene der Tafel liegen , während der Durchmes- 
ser V A V auf derselben Ebene senkrecht steht. 

Der leichtern Übersicht wegen wollen wir annehmen , dass 
die Axe der x oder A g in der gemeinschaftlichen Durchschnitts- 
linie der ersten und z,weyten Ebene liegt. Die Axe der y uud Y* 
ist A V und A Y , und die Axe der z und Z ist A <? uYid A Z , un- 
ter welchen genannten Axen wir die positiven Hälften derselben 
verstehen wollen.. Diess vorausgesetzt , ist daher ^ der Pol der 
Ebene A | v oder der Ebene' 2 und eben so 

V der Pol der Ebene 1 

s o 

z — — — • II 

Y - — — I 

x=i- o 

Endlich sey noch p der Pol der dritten Ebene , welche man 
sich auf der dem Zuschauer zugewendeten Seite der Tafef den- 
ken wird. 

Da ß oder der Winkel der Knotenlinie der zweyten Ebene 
in 2 mit der Axe- der x, nach dem Vorhergehenden, gleich Null 
ist , und da a die Neigung der zweyten Ebene gegen die Ebene 3 
ist, so ist leicht zu sehen, dass man hat 

Z^^ft und Zti = 90 -|-A 
und dass überdiess xiie Winkel 

^tl.^;^,{^gY,YZ,$Z,Cp 
so vne die folgenden 

fza/gaz, ZYg,SD2 

sämmtlich rechte Winkel sind. Behält man daher die Bezeichnung 
der oben gewählten Grösse a, b , c, A, B, ,C bey , so hat man 



/ 
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a=pS 1bs=9o — p2$=:r8o — p2v1 c=i( 

a' :=: löo — p «J>b' =90 — pt>5==36o — p t»§lc'a=§ 
a"==p5 ' |b"=p{5 =»70 — p$t.jc"=ii 



= 180— t»p2l 

i8o-f-{pv 

und ganz 'ähnliche Ausdrücke wird man auch fiir ABC erhalten 
nähmlich A = p Z , A' = 180 ^ p Y, A" = p X , 
B = 90 — pZfX=s 180 -!- p Z Y , u. s. w. , so dass man in 
den vorhergehenden Gleichungen (ur ^ v 2 nur X Y Z zu setzen . 
hat. Endlich ist ^ $ Z =s a. 

Wendet man also auf die Verschiedenen Dreyecke , welche 
die Fig. B darbiethet, die bekannten Ausdrücke der spliärischen 
Trigonometrie fiir solche Dreyecke, deren eine Seite gleich go 
Grad ist , an , so' findet man sofort in dem Dreyecke p $ ti 

_, ^ Cos p I - . . ^ , , Cos a" 

Cos p V { er: ■ das heisst Cos b == 

Sin p V Sin a' 

Cos p V Cos a' 

Cos p { V =s i — . . . . Sm b = 

Sm p f Sin a" 

Cotg p V = Sin p V { Cdtgp I V . . - . Cotg a' = Sin b' tg b" 
Cos |pt»= — CotgpvCotgpl .... Cosc"= — Cotg a' Cotg a" 
Cos$pv== — CospvgCosp^v .... Cosc^ss — Cos b' Sin b" 

Sinp«$ iSinp$ti ,, Sinb' Cos b" _ 

Sm§pu= '=y ••• • Smc =-: — rt^=^7r. — r ^' *• 

bin p ^ Sm p V Sma Sm a 

Ähnliche Ausdrücke geben di€ beyden sphärischen Dreyecke 
p^^ und fvS'i und man sieht, dass man dadurch alle Gleichun- 
gen des §. 5 , selbst bis auf ihre Zeichen , wieder erhält. G^nz 
ähnliche Ausdrücke wird man endlich aus den Dreyecken pX Y, 
p X Z und p Y Z zwischen den Grössen ABC finden , und diese 
werden mit jenen identisch seyn , welche oben in §. 6 angezeigt 
wurden. 

8. Wir wollen nun durch den Anfangspunct A der Coordi- 
naten in der dritten Ebene eine gerade Linie A F (Fig.A) zie- 
hen , und den Winkel FAD, welchen sie mit der Rnoteniinie 
A D bildet , durch s bezeichnen. 

Die rechtwinkeiichten Coordinaten des Punctes F , dessen 
Entfernung vom Anfängspuncte A die Eirrheit seyn soll, findet 
man leicht 

AB z= X = Cos s Cos b — • Sin r Sin b Cos a 
B G = y' = C!os s Sin b -f- Sin s Cos b Cos a . 
G F = z = Sin s Sin a 

und die Gleichungen der Projectionen der Linie A F, welche ich 
der Kürze wegen den Radius nennen will, werden seyn 

X y' == y x' in der Ebene 2 
X z =' z x' .... I 

y z' = z y' .... a 



Diess vorausgesetzt , vKrd man ohne Schwierigkeit folgende 
Ausdrücke bewsisen. 

Sey d d' d" der Winkel des Radius mit der Axe der x y z ^ so ist 

Cos d = 

Gosd' 

Gosd 

Sey e e'e'' die Neigung des Radius gegen die Ebene 2. i. o , so ist 





Sey f r r der Winkel der Projection des Radius in der Ebene 
2 1 o mit der Axe der x z y , so ist 

»g f = ^. 

X 

- X' 

tg f^ = -. 

z 

y'J 

und von ^en sechs andern hiehergehörenden Winkeln s}nd drey 
die Complemente der f f F' zu rechten Winkeln, die drey übri- 
gen aber selbst rechte Winkel. 

^^y g g' g" der Winkel des Radius mit der Knotenlinie der 
dritten Ebene in 2 i o , so ist 



fv 



my— nx 

Cos g = / 

Vm' + n* 

r. f px' — m z# 

Cos g'= '^ 

Cosg 



Sey endlich h h' h'' der Winkel der Projection des Radius 
in 2 1 o mit der Knotenlinie der dritten Ebene in 2 i o , so ist 




Cos h 



my '— nx 



Vm»+n' V'x'+y 
Cosh'= ^PJ^™^' 



Vm' + p*Vx'* + 2'* 
Cosh"=: nz-py' 



Vp' + n* Vr+»'' 



lO 

9. Zwischen der Grösse x' y 7! i^d' m n p gibt es mehrere 
Gombinationen , die man leicht aus den beyden Gleichungen 

= mx' + ny'+pz' 

1 = x' + y'^ + z" 

ableiten wird. Man findet so 9 wenn -man der Kürze wegen 
r' = m' + n'+ p* setzt, erstens zwischen den Grössen^m n p 
selbst folgende Gleichungen 




und-zwischen ihnen und den Grössen x' y' z* folgende 



y 

z 

X 



und daraus 



^ (my'— n x) — z' (p x' — mz') = ml 
' (n z' .^ p y') — x' (m y' — n x') = n > 
' (p X -mz') - y'(n z'-p y')= pj 

(my* — n x') '=5 m} + n' -- r* z"\ 
(p X' — m z') *= pl +in' - r« y"}. 
(n 2' — p /) •= p« + n* — f, x"J 

10. Die in 8 und 9 entwickelten Ausdrücke geben verschie- 
dene merkwürdige Relationen zwischen den Grössen d e f . . . t 
von welchen die vorzüglichsten sind ^ 

Sin e' Cos d'' 

} 



tgf = 
tgf = 
tgf'= 



Sine" 
Sin e" 



Cos 
Cos 



d 
d 



Sin 
Siii 



e 
e 



Cos d" 
Cosd" 



Sin e' Cos d' 



Cos d =Gos f Cos e —Sin f Cos e' 
Cosd'=Cosf'Cose"=Sinf Cos e 
Cos d"=Cos f Cos e' ss=Sin TCos e" 



Cos g s= Sin b Cos d' + Cos b Cos d = Sin d" Cos (f — b) 
Cos g = Sin b' Cos d + Cos b' Cos d" = Sin d' Cos (f 
Cos g"=! Sin b'Cos d"+ Cos b "Cos d' = Sin d Cos (f 



r - b')} 



«gg — 



tg g' = 



Cotg d" 



Sin aCos (f — b)j 
Cotg d' 



Siiia'Cos(f+b') 
te e"— Cotgd 

^ ^ "" Sina"Cos(f'— b'X 



\ 
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Sin (g'- g) t= 
Sin(g-g") = 
Sin(g"-«f) = 



Cos a" 1 

Sin a Sin a 
Cos a 



Cos h SS 



Sin a'* Sin ai 
Cos a 

Sin a'' Sina' 

Cos e 



Cosfg'-g) 
Cos (g - g") 

Cos («"- g') 



Cotg » Cotg a' 
CotgaCotga' 
Gotga'Gotga' 



} 



Cos h' = ^2i£' 

Cos e'l 
Cosg'' 



Cos h" = 



Cose' 



Sin h = tg e Cotg a = Sm (f — b ) 
Sin h' = tg e' Cotg a' = Sin (f +'b') 
Sin h ' = tg e" Cotg a"= Sin (f '— b") 

11. \DieseIben Ausdrücke wird man auch aus der Betrach- 
tung der Fig. B ableiten , wo man hat 

D g = d = 90 — e" Dag =.90 — D 5 V = f 

Di; = d' = 90 — e' i)i;5 = 90 — Dv|=:f 

D(2 = d" = 90'^e D|v = 90— D| 5 =r 

Ferner g=:90-^Dp<?,h=p2D — 9^= 270 -+- P ^ I^ 
u. s. w. , wenn man die bekannten Formeln der sphärischen Tri- 
gonometrie auf die Dreyecke Dv5,D§2,Dti5, und auf die 
Dreyecke' Dp|, Dpv, Dp<? anwendet. 

12. Ähnliche Ausdrücke endlich wird man auch für die Lage 
der dritten Ebene gegen die zweyte erhalten , wenn man in den 
vorhergehenden die d e f . . . in die analogeq D E F . . . verwan- 
delt. Ist nähmlich F A £ = S , und D der Winkel des Radius 
A F mit der Axe der X ; E die Neigung des Radius gegen diii 
Ebene II ; F der Winkel der Projection des Radius in II mit der 
Axe der 1^ u. s. w. , so ist wieder 



X* = Cos S Cos B — Sin S Sin B Cos AI 

Y' = Cos S Sin B H- Sin S JCos B Cos h\ wie §. 8. 

Z' = Sin S Sin A 

CosD = SinE'=X' 



\ 



tgF = 



Y' 



/ 



Cos G = 



X' 
M r — N X' 



u. s. w. wie §. 8. 
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' und daraus 
N ^ CosD' 

^ Cos D 

Cos D =«Cos F Cos E =i Sin F' Cos E' u. s. w. wie %. g. 

welche Gleichungen endliqh auch aus der Betrachtung der (Fig. B) 
folgen , wo man hat 

D =9o--E''=DX 
D' = 90 ~ E' = D Y 
D" = go ~ E = D Z 

undF=:DZX=:go^DZY 

G= 90 — Dp Z 

H = 270 -|- p Z D u. s. w. 

i5. Die vorhergehenden Gleichungen sind auf die einfachsCe 
Weise ausgedrückt, nähmlich die kleinen ab c . . durch die klei- 
nen m n p und x' y' z' , so wie die grossen ähnlichen Buchstabon 
durch sich selbst. Es ist aber oft nützlich, eine Gattung dieser 
Grössen durch die andere , die kleinen Zeichen durch die grossen, 
oder umgekehrt auszudrücken. Um diese Ausdrücke zu finden , 
muss man zuerst die Abhängigkeit der Grössen MNP von m n p 
und der Grössen X' Y' Z' von x' y' z' haben , welche Abhängig- 
keit durch die Grössen ausgedrückt werden muss, welche die 
Lage der zweyten Ebene gegen die erste bestimmen. Da sich aber 
diese Lage durch die Grössen «ßy.. auf sehr verschiedene Weise 
ausdrücken lässt , woraus eben so viele verschiedene Bestimmun- 
gen der MNP durch m n p u. s. w. folgen , so würden sich die 
hiehergehörenden Ausdrücke beynahe in das Unendliche vermeh- 
ren lassen. Es ist aber am einfachsten , und zugleich dem astro- 
nomischen Gebrauche am angemessensten , zu diesem Zwecke 
die beyden ersten Grössen a, und fS zu wählen. Man wird so ohne 
Mühe finden 

y = X Cos ß — (Y Cos Ä — Z Sin «) Sin ß 
^ y =;= X Sin ß + (Y Cos « — Z Sin «) Cos ß 
z = Y Sin A + Z Cos « 

und eben so 'für die constanten Factoren m' n p die analogen 
Ausdrücke 

m = M Cos ß — (N Cos « — P Sin a) Sin ß 
n = M Sin ß + (N Cos a — P Sin a) Cosß 
p = N Sin « -f- P Cos a 

aus welchen Gleichungen man leicht auch die Werthe von X Y Z 
durch X y z , so wie die MNP durch m n p ableiten wird. 

, i4* Substituirt man in den §. 2 gegebenen Werthen von 
Cos a , Cos a' , Cos a'' 'für m n p die zu Ende des §. i5 gege- 
benen Werthe dieser Grössen, und bemerkt man, dass ^ 



r' s= m* + n* + p* ä M' + N" + P' , also aach 

M* + N* + P* I 

P* Co»" A 

und nach §. 6 

- :=- tgB, I? =s tg A Sin B, 2 — — tg A Co» B ist, 

4 

SO hat man 

N Sin a + P Cos et 
Cos a = — 

V*r + i*" + P 

oder nach einigen leichten Substitationen 

Cos a =s Col5 a Cos A — Sin a Sin A Cos B 

und eben so 

Cos a' = Sin A Sin B Sin ß— (Sin a Cos A+Cos a Sin A Cos B) Cosß, 

Cos a!'= Sin A Sin B Cos ß+l^in « Cos A+Cos a Sin A Cos B; Sin ßj 

oder auch 

Cos a == Cos a Cos A — Sin a Cos A' i 

Cosa' = Cos A" Sin/3 — (Sin« Cos A + Cos « Cos A') Cos ßy 
Cosa"= Cos A" Cos/3 + (Sin a Cos A + Cos a Cos A') Sin ß\ 

i5. Einfacher werden die umgekehrten Ausdrücke. Es war 
nähmlich Cos A = P . . Cos A' = N . . Cos A" =?: M und 

R .R R 

m =3 — tg b etc. und m^ + n' + p* ä i . . also ist 
iT ^^ Cos! a 

* 

Cos A = Cos a Cos a + Sin « Sin aCos (b — ß)\ 

Cos A' = Sin a Cos a — Cos a Sin a Cos 
Cos A"= Sin a Sin (b — ß) 

i6. Femer wurde oben gefunden 
Sm' A Ä — -— — ,Sm Bä v^. . ' irra ^ ^^^ **^ 



I »c- Ac- n *^ mCosß + nSin/3 
also ist Sm A Sm B as -— •» ■ ■ 

R r 

\^ ^' N pSin« + nCosßCosÄ — mSinßCos 

Sin A Cos B « — =s ^ '^ '. — -: — 

R r 

woraus, man sofort findet 

Sin A Sin B =; Sin a Sin (b — ß) ^ 

;Sin A Co^ B =5 Sin 4 Co» a ^ Cos « Sin a Cos (b — ß) 



und 

Sin A' Sin B' = Cos a Cos a + Sin nt Sin a Cos (b — ß) 

Sin A' Cos B' = Sin a Sin (b — ß) . ^ 

und endlich eben so 

Sin A" Sin B" = Sin « Cos a — Cos » Sin a Cos (b — ß) 
Sin A" Cos B" = Cos« Cos a + Sin a Sin a Cos (b — ß) 

17. Es war femer tg B = — M das heisst nach §. i3 

N 

— (m Cos ß + n Sin /3) 

tg B = ' ■ ' 

p Sin a -^ (n Cos ß — m Sin ß) Cos a 

woraus sofort folgt 

tgB= _Sin^b-ß)___ 

Cos ot Cos (b — -ß) — Sin x Cotg a 
und eben so 

__ Sin üt Cos (b — ß) + Cos a Cotg a 
*^ Sin (b — ß) 

, Cos a Cos (b — .ß) — Sin a Colg'a 
Sin a Cos (b — ß) + Cos «Cotg a 

18. So könnte man fortfahren ^ uridauch die folgenden Grösr 
seil d e'f . . . mit in die mannigfaltigen Verbindungen aufneh- 
men 9 welche sich hier gleichsam von selbst darbiethen. Da aber 
die jnifisten demselben nur einfache Substitutionen enthalten, so 
können wir sie mit Ausnahme der folgenden übergehen , auf 
welche wir weiter unten wieder zurückkommen werden. 

* m.y' — *• n x' 

Es war §. 8 Cos g = — ■ • ako auch 

V^m'+n' 



V m"* + n' — (m y' — ' li x') ' 

• tg g = -I 2: \ ^ • 

m y — n X ^ 

welcher Ausdruck sich nach §. 9 in folgenden einfachen verwandelt 

r z' 



tg6 = 



my' — nx 
und eben so 

tgg'=— r-^^ ; tgg" = — ^ 

px — mz nz— py 

Setzt man ab^r der grössern Einfachheit wegen die Grösse ß 
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gleich Null , und substituirt in den drey letzten Gleichungen fUr 
m n p und x' y' z' ihre Werthe aus §. i3 , so erhält man 

V Sin a + Z' Cos a 

X' (Cos A äin a + Sin A Cos B Cos «) + (Y' Cos a — . Z' 6in a) Sin A Sin B 

* 

Substituirt man in diesem Ausdrucke die Werthe von X'Y' Z' 
aus §. i2, so erhält man 

Sin a Sin B Cos S + (Cos a Sin A -4- Sin a Cos A Cos B) Sin S 
*^ ^ "^ (Cos OE Sin A + Sin a Cos A Cos B) Cos S ^ Sin a Sin B Sin S 
und eben so 

Cos a Sin B Cos S + (Cos a Cos A Cos B -* Sin a Sin A) Sin S 



*Sg'= 



(Cos a Cos A Cos B — Sin a Sin A) Cos S — Cos a if in B Sin S 

Cos A Sin B Sin S — Cos B Cos S 

tgg = V 



Cos B Sin S 4- Cos A Sin B Cos S 

und auf eine 'ähnliche Art werden sich auch die Sinus und Cosi« 
nus von g g' g" bestimmen lassen. 

^ . ^ m y' ? — n x' , , 

So ist Cosg = / und y m' + n' =r Sin ^, also 

Y m' + n' 

M (Y' Cos « — Z' Sin «) — X' (N Cos a — P Sin «) 

Cos ff = ^ 

^ R Sin a 

Substituirt m^n in diesem Ausdrucke fiir M N R und fiir 

F p F 

X' Y'Z' die oben gegebenen Werthe , so erhält man 

(Cosa SinA-h Sin « CosACosB) CosS— SinaSinBSinS 

Cos g = = '. 

Sm a 

und eben so ' 

» 

, (CosaCosACosB— Sin«SinA)Cos«— CosftSinBSinS 

Cos ff S=3 i ' I I I ■ 

^ Sina' 

_ , [Cos B Sin S + Cos A Sin B Cos Sl 

Cos g" = — \ ^ ; 1 

l Sina I 

19. Die in dieser Einleitung entwickelten Ausdrücke werden . 
bey vielen Untersuchungen ihre nützliche Anwendung finden. Ist 
z. B* die erste Ebene der Äquator , und die zweyte die Ekliptik , 
so ist e f die Declination und Rectascension , so wiel^F die Breite 
und Ldhge eines Gestirns D 9 und es war 

Sin e = z' $0 wie Sin E =3 Z' 
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Verbindet man die beyden ersten Gleichungen mit dem Aus- 
drucke x" + y'* 4-2" = I , oder die beyden letzten mit dem 
Ausdrucke X'" + Y' + Z" = i , so geben die ersten 

x' == Cos e Cos f 
y' = Cos e Sin f 
z' s= Sin e 



und die letzten 



X' = Cos E Cos F 
r = Cos E Sin F 
Z' = Sin E 



also ist Sin e = 2' = T Sin a + Z' Cos a und 
tg 



y' _ X' Sin ß 4- (Y' Cos « — Z' Sin «) Cos ß 



X X' Cosß — (¥' Cos a ~ Z Sin «) Sin ß . 

wo a die Schiefe der Ekliptik bezeichnet. Substituirt man in d^n 

beyden letzten Ausdrücken die Werthe von X' Y' Z , so h^t man 

Sin e = Cos A Sin E + Sin a Cos E Sin F 

CosECosFSinß-KCosESinFCosg-SinESina^Cosß 

^^ "" CosECosFCosjS — (CosESinFCiosa — SmESm4»;öin|3 

und eben so wird man finden 

■" Sin E = Sin e Cos ä + Sin a Cos. e Sin (ß — f) 

Sin e Sin a — Cos a Cos e Sin Cß — 

tg F = -^ ' 

^ Cose Cos (ß — f) 

wo man 9 wenn man in den vier letzten Gleichungen ß Null setzt , 
die schon aus dem ersten Theile bekannten Ausdrücke für die Tan- 
gente der Länge und der Rectascension » und fiir die Sinus der 
Breite und Declination erhält. 

Ist aber die erste Ebene der Horizont , und die zweyte der 
Äquator , so ist Z <? = a die Höhe des Äquators , D <? == 90 — e die 
ZenithdistanzvD Z==90— E die Poldistanz , D a Z=t)0-f- f =180 — 
Azimut und D Z 5 = 90 — F der Stunden winket des Punrtes D 
und die zwey letzten Gleichungen geben , wenn ß = o gesetzt wird , 
die Declination und den Stundenwinkel aus der Zenithdistanz ^ 
dem Azimut und derPolhöhe , und die zwey vorhergehenden ge- 
ben die Zenithdistanz und das Azimut aus der Declination , dem 
Stundenwinkel und der I|olhöhe. 
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Theorie der elliptischen Bewegung. 



I, 



§. 1« 



n der vorhergehenden Abtheilung haben wir bloss die scheinba-^ 
ren Orte der Gestirne , die Projection derselben an der Fläche 
des Himmels oder die Lage der Gesichtslinie betrachtet, in wels- 
cher diese Körper dem Auge des Beobachters erscheinen. Wir 
wollen nun y indem wir die Erscheinungen verlassen , und zu den 
Gegenständen selbst, die uns unter so verschiedenen Gestalten 
und Verhältnissen sich darstellen , übergehen , die Puncte jener Ge- 
sichts-Linien , welche die Gestirne in der That einnehmen , oder 
die wäbie»= Qi<»i derselben betrachten.. 

Unter allen Gestirnen , die eine eigene Bewegung zu haben 
scheinen , dringt sich unsern Blicken vorzüglich die Sonne auf. 
Eine einfache Ansicht des nächtlichen Himmels in zwey verschie- 
denen Jahreszeiten überzeugt uns von ihrer eigenen Bewegung* 
Die auf dem «Wege der Sonne liegenden Sterne, die bald nach 
ihr untergehen , verlieren sich schon nach einigen Tagen in ihrem 
Glänze, und erscheinen in der Folge wieder vor ihrem Aufgange. 
Die Spinne rückt daher von West gegen Ost oder in einer Rieh« 
tung fort , welche der ihrer täglichen Bewegung entgegen gesetzt 
ist. Auf diese Art haben unsere Vorgänger die 'eigene Bewegung 
der Sonne lange beobachtet ; die Neueren bestimmen die Rich- 
tung dieser Bewegung und ihre Geschwindigkeit viel genauer da- 
durch , dass sie täglich die Mittagshöhe der Sonne und die Zeit 
beobachten , die zwischen ihrem und der Sterne Durchgang durch 
den Meridian verfliesst. Auf diese Art erhält n^ian täglich ihre ge- 
rade Aufsteigung sowohl , als ihre Abweichung , und daraus im 
Verfolg des ganzen Jahres die Lage der Bahn , welche die Sonne 
beschreibt. * 

Allein die Beobachtungen haben uns noch eine grosse An-*'^ 
zahl anderer Himmelskörper kennen gelehrt , welche ebenfalls ei- 
gene Bewegungen haben. Einige derselben scheinen sich in bey- ' 
nahe kreisförmigen Bahnen , die nicht zu ferne von der Sonnen- 
bahn liegen , um die Sonne Q in regelmässigen Perioden zu bewe* 

n. B 
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gen, und sie $ind unter dem Namen der Planeten bekannt, 
Ihrer sind eilf , nähmlich Merkur ^ » Venus $ , Mars ^ , Ce- 
res ? , Pallas ^ , Juno t , Vesta q, Jupiter 7\. , Saturn 1^ und 
. Uranus J , und zu ijinen gehört auch > wie wir sehen werden y 
unsere Erde J . Um mehrere derselben bewegen sich andere klei- 
nere Gestirne, Monde oder Satelliten, deren die Erde ei- 
nen , Jupiter vier , Uranus sechs , und Saturn sieben hat , wel- 
cher letztere noch überdiess von einem doppelten Ringe umgeben 
ist. Ausser den Planeten gibt es aber noch eine wahrscheinlich 
sehr grosse Menge anderer Körper, die eigenen Bewegungen un- 
terworfen sind , deren Bahnen sehr von Kreisen verschieden * de- 
ren Ebehen in allen Gegenden des Himmels verstreut sind , die 
meistens mit einer Art von Nebel , der verschiedene Gestalten an- 
nimmt , umgeben sind , und die im Anfange ihrer Erscheinung 
oft beynahe unmerklich schnell an Grösse und Geschwindigkeit 
wachsen , hierauf wieder abnehmen , und endlich gänzlich ver- 
schwinden. Sie sind unter dem Nahmen derKometen bekannt«. 

Diese Bewegungen der Planeten und Kometen , wie sie vojn 
der Erde gesehen werden, zeigen sich so zusammengesetzt, dass 
sie auf den ersten Blick ganz regellos vpr sich zu gehen scheinen* 
Die Untertuchung derselben ist einer der wichtigsten und schwer- 
sten Gegenstände , an welchen der menschliche Geist seine Kraft 
goübt hat. Erst nach Jahrtausenden von vergeblichen Versuche^ 
ist es ihm endlicli gelungen , durch eine lange Reihe von Hinder- 
nissen und Irrthümern sich bis zu der Höhe zu erheben, auf wel- 
cher er die wahren Verhältnisse dieser verwickelten Gegenstände 
übersehen , und ihre sonderbaren Erscheinungen auf die wahren 
und einfachen Gesetze der Natur zurückfuhren konnte« 

Es wird erkubt seyn , schon jetzt die Erde mit unter den , 
um die Sonne sich bewegenden Planeten aufzuführen. Zwar scheint 
die Annahme der bewegten Erde einer anderen sehr bekannten 
Erscheinung zu widersprechen, nähmlich der oben betrachteten 
jährlichen Bewegung der Sonne in einer beynahe kreisförmigen 
Linie, deren Mittelpunct die ruhende Erde ist. Allein es geht 
mit dieser jährlichen Bewegung der Sonne, wie mit der nicht 
minder bekannten täglichen Bewegung dieses sowohl, als. aller 
andern Gestirne des Himmels in einer der vorigen entgegenge- 
setzten Richtung. Beyde biethen offenbar dieselben Erscheinungen 
dar , wenn die Gestirne selbst , w^e es uns vorkömmt , diese Be- 
wegungen um die ruhende l^rde haben, oder wenn die Erde 
dieselbe Bewegung in der entgegengesetzten Richtung hat. Eben 
so wird uns die Sonne die Bahn^ welche sie jährlich um die ru- 
hende Erde zurückl^ulegen scheint, auch dann noch zu beschrei- 
ben scheinen , wenn die Erde jährlich dieselbe Bahn um die ru- 
hende Sonne zurück legt , wie uns alle Gestirne täglich von Ost 
nach West zu gehen scheinen werden , wenn sich die Erde täglich 
von West nach Ost um ihre Axe dreht. In den blossen äusseren 
Erscheinungen dieser Bewegungen liegt nichts , was uns zu der 
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" Annahme der einen oder der anderen dieser beyden Hypothesen 
vorzugsweise bestimmen könnte; vielmehr hängt diese Wahl,, so 
lange wir bloss bey jenen Erscheinungen stehen bleiben , aJlein 
von unserer Willkübr ab , und erst andere , mit diesen Erschei« 
nungen selbst nicht unmittelbar zusammenhängende Gründe wer- 
den die Wahrheit oder den Irrthum der getroffenen Wahl darthun 
können. Die Richtigkeit der gegenwärtigen Annahme , einer sich 
jährlich um die Sonne , und täglich um sich selbst bewegenden 
£rde, hat schon, im ersten Theile dieses Werkes mehrere Bestä-> 
tigungen erhalten : so würde die dort aufgestellte Theorie der 
Aberration des Lichts, welche sowohl mit den Beobachtungen 
harmonirt, ohne dieser Voraussetzung nicht zugelassen werden 
können , und sie wird in der Folge noch, mehr bestätiget werden« 
Da überhaupt diese Überzeugung schon längst ohne Widerstand 
selbst bis zu dem gemeinen Manne vorgedrungen ist, so scheint 
es dem Zustande der Wissenschaft nicht mehr angemessen , sich 
den Irrthümern verflossener Jahrhunderte an zusch Hessen , und von 
einer bereits lange als irrig erkannten Meinung sich erst nach und 
nach mühsam zu einer schon allgemein angenommenen Wahr- 
heit zu erheben ; ein Verfahren , welches wohl in die Creschichte « 
aber nicht in das System der Wissenschaft gehört* 

Die Beobachtungen der Rectascension uhd Declination der 
Sonne geben uns , wie wir im ersten Theile gesehen haben , die 
Lage der Ebene , in welcher sich die Sonne, oder nach dem vor- 
hergehenden , die Erde bewegt. Ist die beobachtete Rectascension 
und Declination der Sonne u. und d, so wird man daraus die aus 
der Sonne gesehene Rectascension A und Declination D der Erde 
ableiten, wenn man die Rectascension der Sonne um 180 Grade 
vermehrt, und ihre Declination mit veränderten Zeichen nimmt, 
oder es wird seyn A = «+ i8vi und D = — 6. Wie soll man aber 
die krumme Linie in dieser Ebene finden , in welcher sich der 
Mittelpunct der Erde in der That bewegt ? — Dazu muss man of- 
fenbar die Entfernung dieser beyden Gestirne von einander zu 
verschiedenen Zeiten kennen. 

Das einfachste, Mittel, zu diesen Entfernungen zu gelangen ^ 
gibt uns die Beobachtung des Durchmessers der Sonne. , 

Wenn die scheinbaren Durchmesser der Sonne und auch ihre 
Geschwindigkeiten (d« h. ihre tä^ichen Bewegungen in Länge) 
alle Tage des Jahres einander gleich wären , so würde daraus fol« 
gen, dass die Bahn der Sonne ein Kreis ist, in deren Mittelpunct 
die Erde ruht , wenn man dem gemeinen Sprachgebrauche folgt , 
oder eigentlich , dass die Bahn der Erde ein Kreis ist , in deren 
Mittelpuncte die Sonne ruht. Allein die Beobachtungen zeigen« 
dassbeyde, Durchmess^rund Geschwindigkeit der Sonne, sich än- 
dern, und dass ^ie in zwey einander entgegengesetzten Puncteu 
zugleich ihren grössten und ihren kleinsten Werth erhalten , «a 
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wie sie in den zwischenlicgend'en PunottHi nach und nach durch 
alle zwischen diesen Gränz^n liegende Werthe ^durchgehen. 

Im Anfange des Jänners nähmlich ist der grösste Durchmes- 
ser D =5 igö&'G und die grosste Geschwindigkeit oder die tägli- 
che Bewegung in Länge »d V = 3672"4. Am Ende des Junius 
aber sind die kleinsten Werthe dieser Größen d = iÖqi"o und 
d V = 3433"6. . 

Es wäre möglich, dafss diese Veränderungen der Geschwindig- 
keiten der Erde nur scheinbar sind y oder dass sich die Erde doch 
in einem Kreise , also mit einer gleichförmigen Geschwindigkeit 
bewegte , die Sonne aber nicht im Mittelpuncte dieses Kreises 
>yäre. Wfnn aber die beobachtete Veränderung der Geschwindig- 
keit der Erde nur diese Ursache hat, und die wahre Geschwin- 
digkeit der Erde in ihrer Bahn beständig ist, so müssen ihre 
scheinbaren Geschwindigkeiten sich wie die Durchmesser der 
Sonne verhalten , oder man muss haben 

dV D 



^ . , d V ^^ , D 

Es ist aber— == i. oodq und — = i. 0042 
d V d 

Mati hat also nicht — r- : — =1 wie es unter dieser Vor- 

d V d . 



^ 



Aussetzung scyn; sollte. Da aber D ^ = 1 . q €96 ist , so hat man 



d^ D' _ *1Z - £: 

> d V ' d^ "^ '* ^ ^^ d V "^ d ' 



oder die Geschwindigkeiten nehmen nach ,Aen Beobachtungen in 
einem zweymahl grössei^en Verbal tqiss ab und zu,*als die Durchs 
messer. Es , findet d^her bey der Bewegung der Erde, wenn sie 
sich von der, Sonne entfernt , eifie w" a h r e Verminderung der Ge- 
schwindigkeit Statt, und die Bahn der Erde ist- daher kein Kreis. 
Ist aber r die grösste Entfernung ;der Sonne von der Erde, 
zu welcher die Geschwindigkeit d V und der Durchmesser* der 
Sonne d geHprt y und R 4ie kleinste Entfernung beyder Körper, so ist 

: r^ _ D 

• "''», ^R-"~ d; * - , ' -, ^' 

also auch. ^ ' ' - ' 

R**r d. y • r 

und da nach dem Vorhergehenden, den Be^jktichtungeri gemäss die 
Grösse D^ T\ , d Y nach deilaselben Gesetze durch die, ganze Bahn 
sich ändevn, so wird die 'letzte Gleichung auch geken, wenn d. v 
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die Geschwindigkeit irgendeines anderen Punctes der Bahn hei sst, 
zu welchem die Distanz r gehört, und da R and d. V beständige 
Grösse!^ sind, so hat man allgemein 

. r' d V = A ' 

wo A ebenfalls eine constante Grosse bezeichnet. 

Welches also auch immer die krumme Linie seyn mag , die 
von der Erde beschrieben wird , so ist in jedem Puncle derselben 
das Product des Quadrats der Entfernung der Sonne von der 
Erde in die Geschwindigkeit der Erde eine constante Grösse. 
Alle Messungen des scheinbaren Durchmessers dieses Gestirns 
bestätigen dieses Resultat. ' 

Es ist aber bekanntlich ^ r* dv der Ausdruck des Flächen- 
raumes des täglich zurückgelegten Sectors der Bahn oder die durch wo»« i 
die Entfernung r in einem Tage um die Erde beschriebene Flä- "^ 

che. Diese Fläche ist also beständig, und die ganze durch die 
Entfernung r beschriebene Fläche , wenn man von einer ersten 
unbeweglichen Entfernung ausgeht , wächst , wie die Zahl der vor 
dem Zeitpuncte , da die Erde auf der ersten Entfernung war , ver- 
flossenen Tage , oder mit andern Worten : die durch die Ent- 
fernungen der Erde von der Sonn e. b eschriebenen 
Fläche n sind den Zeiten proportionirt. 

Um die Verhältnisse dieser verschiedenen Entfernungen unter 
ei,nander(zu finden, wollen wir r' die Entfernung nennen, in wel- 
cher die Geschwindigkeit der Erde ihren miittleren Werth d v' = 
d V -J- d V = 3553/'o hat , so ist 

■*- mr - ■ ■ I ■ 

a 

R=,^\^ilundr = r'Vi^ 
^ dv ^ dv' 

oder i^/enn diese Entfernung r' für die Einheit angenommen wird, 

.- , r — R 

R = o. gooo , r = 1. 0167 und j— * =x o. 0168 

wodurch uns die grösste und kleinste Entfernung, der Sonne in 
Tl^eilen ihrer mittleren Entfernung gegeben ist. 

Wenn man nun täglich die Länge der Sonne und ihre Ge- 
schwindigkeit beobachtet, welches erste die Lage, und das zweyte 
die Grösse der Entfernung r gibt, und wenn man durch die End- 
puncte aller dieser Entfernungen eine krumme Linie zieht, so * 
sieht man , dass diese kruihme Linie nicht genau kreisförmig ist, 
sondern nach der Richtung der geraden Linie, welche durch den 
Mittelpunct der Sonne und durch die zwey einander entgegenge- 
setzten Puncte der Bahn geht , in welchen die Geschwindigkeit 
der Erde oder der Durchmesser der Sonne ein Grösstcs und ein 
Kleinstes ist, sich etwas in die Länge zieht. Die Ähnlichkeit die- 
ser krummen'Linie mit der Ellipse gab Anlass, sie mit dieser zu . 
vergleichen ^ und aus der bemerkten Übereinstimmung zog man 
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.den SchlusS) dass die Erdbahn eine Ellipse ist> in de- 
ren einem Brennpancte der Mittelpunct der Son- 
n e sich befindet. 

Diese beyden Hauptgesetze der Bewegung sind auf andern , 
minder bequemen Wegen gefunden worden , deren umständliche 
Erwähnung der Geschichte der Wissenschaft aufbehalten ist. Hier 
ist es genug , zu bemerken , dass selbst die Alten mit ihren un« 
vollkommenen Instrumenten die vorhin bezeichnete Bahn mit Si- 
cherheit hätten betreten können, wenn sie das, was von der Erde 
gesagt wurde, auf den Mond angewendet hätten, bey welchem 
die Veränderungen seines Durchmessers und seiner Geschwindig- 
keit v?tel beträchtlicher sind , als bey der Sonne , wie wir weiter 
unten sehen werden. 

§. 5. 

Kennt man also aus dem vorhergehenden die Lage der Baiin 
der Erde und die Gestalt der krummen Linie , in welcher sie sich 
bewegt, oder die Excentricität der Ellipse, welche wir oben gleich 
0.0168 Theile der mittleren Entfernung der Sonne von der Erde 
gefunden haben, so wird man auch, wenn man einen Ort der 
Sonne oder der Erde in ihrer Bahn für eine gegebene Zeit kennt, 
den Ort derselben fiir jede andere Zeit bestimmen können. Zu die- 
sem Zwecke wollen wir uns einen Punct denken , der sich gleich- 
förmig in einem Kreise bewegt, dessen Mittelpunct der der Erde 
und dessen Halbmesser irgend eine der Entfernungen der Sonne 
von der Erde , z. B. die kleinste dieser Entfernungen ist. Wir wol- 
len diesen Punct die mittlere Sonne nennen. Da die Sonne nach 
den Beobachtungen immer in denselben Zeiträumen zu dem Punct 
ihrer kleinsten Entfernung zurückkömmt , welche Periode man ihre 
Revolution neni^t, so wollen wir annehmen, dass die loittlere 
Soruie dieselbe Revolution mit der wahren Sonne habe , u%d mit 
ihr zugleich von jenem Puncte der kleinsten Entfernung ausgehe. 
Während^der Radius der mittleren Sonne sich gleichförmig um die 
Erde bewegt, bewegt sich der Radius der wahren Sonne auf eine 
ungleidie Art , indem er immer mit der ersten Entfernung ellip- 
tische Sectoren beschreibt , die den Zeiten proportionirt sind. Beyde 
Radien werden sich übrigens nie beträchtlich von einander ent- 
.fernen 9 weil die Excentricität der Ellipse nach dem vorhergehen- 
den gegen die halbe A»xe derselben nur sehr klein ist. 

Eine einfache Addition wird für jede Zeit den Ort der mitt- 
le^n Sonne geben , deren Bewegung der Zeit proportional ist, 
und wenn man zu diesem Orte der mittlem Sonne den Winkel 
hinzusetzt, welchen die beyden Radien der mittlem und der wah- 
ren Sonne mit einander im Mittelpunct der Erde bilden , so- wird 
man den Ort der wahren Sonne haben. Die Bestimmung dieses 
Winkels ist daher eine wichtige Aufgabe, mit weldier wir uns hier 
beschäftigen wollen. 

Wir >vollen durch T die Revolution der beyden Sonnen be- 
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zeichnen, und diese in dem Puncte der Bahn anfangen ,"wo die 

Geschwindigkeit der Sonne am grössten, oder ihre Entfernung 

von der Erde am kleinsten ist. Nach einer Zeit von t Tagen seit 

dem Durchgange beyder Sonnen durch diesen Punct wird der 

Winkel des Radius der mittlem Sonne mit dem efsten Radius 

t 
gleich 36o -; = m seyn. Sey, eben so v der Winkel des Radius 

der wahren Sonne zur Zeit t mit dem ersten Radius und r die 
Entfernung der wahren Sonne in dieser Zeit von dem Mittel- 
puncte der Erde. Nennt man a die rnittlercT Entfernung oder die 
halbe grosse Axe der von der Sonne beschriebenen Ellipse undaf 
ihre Excentricilat 9 so ist, wie bekannt , 

i + e Cosv 

die Gleichung der Ellipse. Ist aber j f die Fläche , welche de^ 
Radius r in der Zeit t und -J- F die , welche er in der Zeit T be> 
schreibt , also -^ F die ganze Fläche der Ellipse , so hat man , da 
nach dem Vorhergehenden diese Flächen sich wie ihre Zeiten 
verhalten 9 

T: t i= J F: i f oder 
^ F 

f = ;:; • ^ 

T 

Es ist aber ^ F i= ^ a' y 1 — «% wo r das Verhältnis» der 
halben Peripherie zum Halbmesser des Kreises ausdrückt , also 
ist auch 

2 TT a' V 1 -r- e' 
d f = 1 .dt -m. 

Und da d . f = r^ d v ist , so hat man , wenn man diese bey- 
den Werthe von d f gleich setzt , und für r den oben gegebenen 

T 

Werth , sd wie für d t seinen Werth . d m substituirt > 

2 -r 

d m 2 d V 

a 



(i _ e») (i + « Cos v) • 

Diesen Ausdruck leichter zu integriren , kann man ihm fol« 
gende Gestalt geben 

dm d v 

(TZrPJI = [(, + Cos' i V + (1 -«) Sin'iv]' ^ 
^ d v 

(i + 0' Co** i V [i + *-^ tg- i V] • 



»4 



lr3f 



Um auch diesen Aosdruck noch einfacher darsastellen , sej 



li5'iu = 



e 
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• ^ ' T ^ SO hft^ ™^ii nach einigen Reductionen 



dm?=du(i— e Cos u) . . 
und dieser Gleichung Integral ist 

m = u — € Sin u 
Vorausgesetzt, dass t oder m zugleich mit u und v verschwindet. 

Hat man also die Grösse m aus m = 36o ^ gefunden , 

T 
so suche man u aus m =n~ g Sin u 



und V aus tg i v = 



und endlich r aus r = 



1 € 

a(, - 






1 -f- £ Cos V 

und durch die Grössen v r wird der Ort der wahren Sonne be- 
stimmt, w«nn,die Lage des Anfangspunctes der Grossem, u, v . . 
gegeben. ist. Man nennt m die mittlere, u die excentrische ^ v die 
wahre Anomalie, und r den Radius Vector der Sonne. ' 

§. l 

Es wird angenehm seyn , dieselben Ausdrücke auch auf an- 
derem Wege , unmittelbar aus den ersten Gesets^en der Bewegung 
zu finden. / 

Wird die Lage der Erde gegen den Mittelpunct der Sonne 
durch zwey rechtwinklichte Coordinaten x und y gegeben, wp x in 
der Linie liegt, welche durch die Puqcte der grössten und der 
kleinsten Geschwindigkeit geht , so ist, wenn S die Kraft der 
Sonne bezeichnet, und r = y x> + y« die^Pistanz der Sonne 
von der Erde ist , S f diese Kraft parallel mit der Axe der x , und 
S f dieselbe Kraft der Sonne , parallel mit der Aye der y zerlegt. 
Bezeichnet also d t das constante Element der Zeit, so hat man, 
wie bekannt , für die Bewegung der Erde folgende einfache Glei- 
chungen 

+ S . f = o 



d t' 

£1 

d t^ 



+ S .-? = 



Aus diesen Gleichungen findet man leicht 

d^x' + dy' . , ^^ ^ 

r^. - = A — 2 / S d r 
dt 

xdy — ydx =» B -f- dt 
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wo -A und B 2wey constante Grossen sind , welche die Integra- 
tion einOihrt. Um diesen Ausdrücken eine einfachere Gestalt zu 
' geben 9 sey v der Winkel des Radius r mit der Axe der x^ so ist 
X = r Cos V und v = r Sin v , wodurch, die vorhergehenden zwcjr 
Gleichungen in folgende übergehen : 

r*dv' + dr* 

r'dv=s:B. dt 

und der letzte dieser Ausdrücke enthält offenbar das oben gefun- 
dene Gesetz , dass die von dem Radius beschriebenen Räume der 
Zeit proportional sind. Elimihirt man dann aus den bejden letz- 
ten Gleichungen die Grösse d t , so erhält man 

B' B' d r' 

und diese Gleichung wird die- Kraft S geben , wenn die krumme 

* liinie bekannt ist , in welcher si^h die Erde bewegt. Diese krumme 

Linie ist aber den Beobachtungen gemäss eine Ellipse , in deren 

einem Brennpuncte der Mittelpunct der Sonne ist. Die Gleichung 

der Ellipse aber ist 

a (!-«') 

r = ' 

(i-f-fiCosv) 

wenn, wie zuvor,, a.die halbe grosse Axe, und a e die Excentri- 
cität derselben ist. Differentiirt und quadrirtman diese Gleichung « 
so ist 

d r' 2 1 1 



r* d v"* a r (i — «"*) . r"* 
und substituirt man diesen Werth von 

henden Ausdruck,. so erhält mah 

2 B' 



a' (1 _ €') 
d r' in dem vorherge- 



r* d 



A— 2/ Sdr = 



B' 



dessen Differential 



« 



^<» 



B' 



B' 



a'(i_«') 



WO p = a (i — e') de/ halbe Parameter der Ellipse ist. l)if 
Kraft der Sonne auf einen der um dieselbe sich bewegenden Kör- 
per verhält sich daher wie verkehrt das Quadrat der Entfernung 

, B' 

der Sonne von dem Körper. Die* Grösse — > die wir der Kürze 

P 
wegen durch p!^ bezeichnen wollen , ist offenbar die Intensität der 

Kraft in der Entfernung ä i*: 
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Ferner war r* d v = B. d t oder/ r' d v = B t Ist aber ^ f 
die Fläche des Sectors , so ist f = / r' d v, also B t = f oder 
f r= t ;i Y p. Um daraus den Werth vou /» zu finden , ist für die 
Erde ^ wenn die halbe Axe ihrer Bahh gleich der Einheit genom- 
men wird, die Fläche der ganzen Ellipse -i F = ar y p und nach 
den Beobachtungen ihre Revolution um die Sonne T = 565. 2Ö6384 
Tage, also 

F 2 ir 

II = II M . = -— -s O. «172021 

T. V p T ' 

und diess /i ist die Entfernung in Halbmessern der Erdbahn von 
.dem Mittelpuncte der Sonne, in welcher ihre Kraft gleich der 
Einheit , oder gleich der Schwere auf der Oberfläche -unserer Erde 
ist. Diese Entfernung im Halbmesser der Erde selbst ausgedrückt, 
ist daher 



Sin nr 

wenn « die Parallaxe der Sonne bezeichnet. 

I. Wenn so die Kraft gegeben ist, so kann man auch um- 
gekehrt die krumme Linie finden , welche der Körper , auf wel«- 
chen diese Kraft wirkt , beschreibt. Substituirt man nähmiich in 
den beyden ersten Gleichungen Sit S ihren Werth /i* so erhält man 



1> 



d t' "*" r* 



d t" ■•" r 
wioraus man wieder leicht findet 



+ -S^ = - 



di* r ^ a ^ 

xdy — ydx = /idt. y p 

wenna, p die Constanten der Integrationen bezeichnen. Setzt man 
auch hier x = r Cos v, y = rSinv) so werden diese zwey Glei- 
chungen in folgende übergehen : 

dr' + r'dv' 2 fi" p^ \ 

— d7- r+7=;^[w 

* r'dv==|*dt. V^p J , 

Eliminirt man aus ihnen die Grösse dt und setzt ^er gros- 
sem Einfachheit wegen r = 71 so ist 






-^7 

d V Ä ^^ 

V»-?-0-p«)* 

und davon ist das Integral 

pz =1+ yi — I Cos V 

wenn r = p fiir v = 90'' ist. Setzt man wieder z = 7 und 1 «i- ~ = €*, 
so hat man 

r = P _ a (i ~ e') 

1 -J- € Cos V i+cCosv 

fiir die Gleichung der gesuchten krummen Linie , die also eii) Ke- 
gelschnitt ist , deren halbe grosse Axe a 9 halber Parameter p und 
Excentricität a e ist. Diese Linie ist daher eine Ellipse > Hyper- 
bel oder Parabel , nachdem a' positiv , negativ oder unendlich ist « 
oder auch., nachdem c kleiner, grösser als eins , oder gleich eins ist. 
Eliminirt man d v aus den bey den Gleichungen (a) , so hat man 

dt = V — . rdr 
/ 

V^ a» *' - (a - r) » . 

Diesen Ausdruck einfacher zu machen , sey 

r = a (1 — e Cos u) 
50' ist 

— - , d t = (1— -e CosuYd u 

a — 

a 

wovon das Integral ist 

. — - . t = u — € Sin u 

wenn u mit t verschwindet. ^ 

Die letzle Gleichung gibt u , wenn t bekannt ist, und daraus 
die Grösse r durch r = a (1 — « Cos u) und die Grösse v durch 
Cos V = a (1 — e') , — »r 

r e 

Vergleicht man endlich die beyden Ausdrücke von v y 

r = — ^ ^ r ^ a (1 — e Cos u) 

1 + € Cos V 

so findet man 1 — ^^ € Cos u =ä 1 — «' oder 

1 4- * Cos V 

tg^v «tgiu. V 
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Es sey nun T die JlevoIitHoQ irgend eines Planeten , und a 
die halbe grosse Axe seiner Bahn , so wird die Gleir.hung 
ßi t = u — cSin u in folgende einfachere übergehen 

a I. 1 

», 2*. a* ^ T* 4'r' 

T = . oder-— = 

/* a' /** 

WD « das Verhältniss der Peripherie zum Durchmesser des Krei- 
ses ist. Vernachlässigt man aber die Masse der Planeten gegen 
die viel grössere der Sonne, so drückt p.* eine Grösse aus, wel- 
che fiir alle Planeten und Cometen unseres Sonnensystems con- 
stant ist , also verhalten sich unter dieser Voraussetzung die Qua- 
drate der Revolutionen, wie die Würfel der grossen Axen. 

Nach den Beobachtungen hat man 

für die Ercle T = 365. 256384 und a = i 

für Mars T :=s 686. 979^79 und a = 1. 523693 

Substituirt man diese Werthe der Erde oder des Mars in der 
letzten Gleichung , so erhält man 

I^og = 5. 125195 oder da Log i nr^ = 1. 596360 

Log/i = 8. 235582 und ßi =: o. 0172021 wie zuvor. 
Es ist daher für alle Körper unsers Sonnensystems 

i 

T = (365. 2564) a* 

IL Die diesen Betrachtungen zu Grunde gelegten beyden 
Gleichungen setzen voraus, dass die Bahn eine ebene krumme 
Linie sey. Ob^chon diese Voraussetzung der Natur der Sache 
nach immer erlaubt ist, so lange nur zwey aufeinander wirken- 
de Körper betrachtet werden , so wird es doch gut seyn , zu zei- 
gen , wie man dieselbe Aufgabe auch unabhängig von jener Ein- 
schränkung auflösen könne. — Nimmt man nähmlich noch auf die 
dritte Coordinate z Rücksicht, so geben die ersten Grundgesetze 
der Bewegung folgeQde drey Gleichungen : 






dt*''' -» 



d'y y 

^=dT'+'*'-rl'(^> 
d' 2 ' z I 



Mukiplicirt man die erste derselben durch y , und die zweyte 
duifch x^ so gibt ihre Differenz 



*' 
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. xdy — ydx = c d t1 ' 

und eben so erhält man * • ^ 1 • 

xda— tdx = c. dtf • • ^*^ 
ydz — zdy sa c". du 

Wo c c' c" die beständigen (yVössen der Integration sind. 

Multiplicirt ihi^^ die Gleichungen A re^. durch 2 dx » S dy ^ 
2 d z > so gibt ihre Summe , tiach der Integration , da 
^xdx + ydy+zdz /• dr i. 

^ r' ^ t r , 

a x'4-dy' + dz\ 2^' , ji* .. 

= ^^ :.^^+^. .(2) 

wo a eine beständige Grösse ist. 

Multiplicirt man aber dieselben Gleichungen nach der Ord- 
nung durch x^ y , z 9 addirt man die Summe dieser drey Producte 
zur Gleichung (2) und bemerkt , dass 

dx' + dy' + dz' + xd'x+yd^y-fzd'z ssd'^Ädr'+rdVistt 

2 

so hat man 

^ _ d\ (r^). dx , , >.! jv 
2 dt* ^'^ V.a ry 

Multiplicirt / man aber die erste der Gleichungen A durch 
r d r , und a'ddirt zu ihr die letzte* Gleichung , so ist 

> f,' /•» i\ xdrl- .. , ., '.^ dx , rdr.d'x 
O = / {d X (j _.) -H -^1 +id'.Cr-). ^ + -^^ 

deren Integral 

rdr. dx 



wo f eine constante Grösse ist. ^ 

. /i IN 41* dj^+dy'+dz^ 
Die Gleichung (3) gibt aber /i la*^r/*^r"**' , , 

überdiess ist r d r. — - = fxd?c + ydy+adz), , -^ 

dt' . ^\ 

> 

also wird der letzte Ausdruck in folgenden Übergehen, 



So 



dy' +dz' 



d x\ 



o = f+x (^ -r -^4^^) + (ydy+xdz) _ 

und durch ein ähnliches Verfahren , oder analog durch 
die blosse Verwechslung der Zeichen wird man er- 
halfen 



/>'. dx' + dzN , . . -, V ^ ] 



d z 



(3) 



/•^' dx'+ dy\ , - . , ^ d i 

Die sieben Gleichungen i , 2 , 3 epthalten sieben constante 
c, c' , c" , f , f , f ' und a , die sich aber , wie wir sogleich sehen 
werden , auf Tiinf zurückbringen lassen. . 

MuUiplicirt man n'ähmlich die erste der Gleichungen (3) 
durch z d y — y d z , und die zweyte durch x d z — z d x n so gibt 



d t 
ihre Summe 

fc' — fc" 



dt 



o = 



+ 2 



jTf^ dx' + dyN 
Vr d t^ J 



+ 



X d X + y d y 



. d z 



Vergleicht man diesen Ausdruck mit der letzten der Glei- 
chungen (3), so ist 

o = f c" — f c'+r c 

welches die erste Bedingungsgleichung zwischen jenen Con- 
^tanten ist. 

Nennt man der Kürze wegen T + f ' + T' = F' und c' + 
c" + c"^ = C% so geben die Gleichungen (3) , wenn man sie 
quadrirt und dann addirt 



■■-..= (i^ _ 



2;.' dx* + dy'+dz' 



dt' 



) 



X 



/t' d r' r* N 

Ct? — de ^^^' ■•" ^y' + ^'■'V • • ' ^"^ 

r 

Quadrirt man eben so die drey Gleichungen (i) , so erhält man 



dt' 
also wird die Gleichung (a) 

dx'H-dy'+dz' 8 /i' (** — J^ 



i 
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und diese mit der Gleichung (2) verglichen , gibt 

Ca. 

welches die zweyte Bedingungsgleichunjg zwischen jenen con- 
stantei\^ist. , 

Multiplicirt man nun die Gleichungen (5) nach der Ordnung 
durch X , y , z , so gibt ihre Summe 



r* r' dr 



dt dt 

welche mit (b) verbunden , gibt 

c =fx + f'y + f"» ..• (c) 

Multiplicirt man endlich die Gleichungen (i) resp. durch 
z , — y , X 9 so ist ihre Summe ' ■ 

o = cz — c'y + c*^« ... (d) 

und der letzte Ausdruck ist die Gleichung der Ebene ^ in welcher 
sich der, Körper bewegt. Heisst k der Winkel, welchen die Kno- 
tenhnie dieser Ebene in der Ebene der x y mit der Axe der x 
bildet , und n die Neigung dieser beyden Ebenen , so ist bekanntlich 



c" . ./c'+c' 






tang k = -r undtangn = V^ 



c' 



Die beyden Gleichungen c und d geben eben so 
^[ _ r =.4 [c f - c" r ] + I- [c P + c' f ' ] 

/* li C . /i c 

und diess ist die allgemeine Gleichung der Linien der zweyten 
Ordnung. Ist nähmlich p der halbe Parameter, t das Verhältdiss 
der Excentricität zur halben grossen Axe, und ^ die Entfernung 
des Knotens von dem Puncte P der Bahn des Körpers, welcher 
der*Sonne am nächsten ist, so hat man, wenn k, n die vorice 
Bezeichnung beybehalten , fiir die allgemeine Gleichung der Ke- 
gelschnitte., wie. man leicht findet, 

f CoskCos^ + SinkSin^l 
P-: = ^"i Cosn / 



-h«y 



{Sink Cos^ — Cosk Sin^ l 
Cosn j 



Vergleicht man diese beyden Ausdrücke mit einander; so 
erhält man 



02 ^ ■ 

Heisst dann 9 der Winkel der Knotenlinie mit der auf die 
Eb^ne der. x y projicirten Entfernung des Punctes P von der 
Sonne , so ist 

^/ ^ = tg ^ Cos n 

und wenn n die auf die Ebene der x j reducirte Länge des Punc* 
tes P selbst bezeichnet , so ist 

tg 9=tg (k — nr) 
woraus folgt 

f 
tgi-rzi- 

Verbindet man diiß Gleichung (b) mit der Gleichung (2), sio 
erhält man' 

•Für die grössten und kleinsten Werthe von r ist dr = 09 
also der letzte Ausdruck 

o = r' — 2ar + a C 
Die beyden Werthe von r aus dieser Gleichung sind 



r = a4.V^a» — aC^ ^, V^a^ — aC' 

■^ ' — ^ und r ;= a — ^ 

Daher ist die halbe grosse Axe 

* 

r + r' = a f 

2 

die Excentricität 



r — r 1/"»" — aC 

und der halbe Parameter 

P = C und C= «;»*(»— ,') 

also auch die Gleichung; (e) 

r d r 

.^^= }/ ar - r" - a (1 - O 
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JNininit man zur leichtem Integration dieser Gleichung die 
HiilisgrÖ5se*u, so dass 

-• = 1 — € Cos u , so ist 



a * 



a 

a 



dt= - (i — £ Cos u) du, deren Integral, wenn t mit u ver- . 
schwindet , 

fi , dt =z u ' — £ Sin u wie zuvor. 



a 



' §. 5. 

< 

Die anderti Planeten und alle Konnten biethen uns in ihren 
Bewegungen um die Sonne, so wie die Satelliten in ihren Bewe- 
gungen lim ihre Hauptplaneten , ähnliche Erscheinungen dar , sie 
werden daher wahrscheinlich ähnlichen Gesetzen folgen. Die 
Beobachtungen haben diese Voraussetzung auf das genaueste be- 
stätiget. 

Die Planeten und Kometen bewegen sich also ebenfalls in 
Ellipsen , in deren einem Brennpuncte die Sonne ist. Die Puncte, 
in welchen die Bahn des Planeten die Ebene der Ekliptik durch- 
schneidet, sind die Knote n'der Bahn, und zwar der aufstei- 
gende ^ , wenn der Planet nach dem Durchgang durch densel- 
ben sich über die Ekliptik gegen Norden erhebt; der andere 
entgegengesetzte heisst der niedersteigende Knoten )j^, und die 
' beyde Knoten verbindende gerade Linie, die durch den Miltel- 
punct der Sonne geht, heisst die Knotenlinie. Der Winkel der 
Ebene der Bahn mit der Ebene der Ekliptik ist die Neigung 
der Bahn. Die grosse Axe der Ellipse ist die Apsidenlinie, 
oder die doppelte mittlere Entfernung des Planeten von 
dör Sonne, und von ihren beydcn Endpuncten ist der, welcher 
der Sonne am nächsten liegt , die Sonnennähe oder, das P e- 
r i h e 1 i u m , so wie der andere die Sonnenferne oder das 
A p h e 1 i u m ; beyde Puncte zusammen heissen die Apsiden. Die 
Entfernung des Periheliums von der Sonne Mittelpunct ist die 
kürzeste Distanz, und die Entfernung jedes andern Punc- 
tes der Bahn von der Sonne Mittelpunct der Radius Vector 
dieses Punctes. Der Winkel an der Sonne Mittelpunct zwischen 
dem aufsteigenden Knoten und der kürzesten Distanz ist die Di- 
stanz des Periheliums vom Knoten, die zur Lange des 
aufsteigenden Knotens addirt , die Länge des Periheliums f 
gibt. Der Winkel an der Sonne Mittelpunct zwischen dem auf- 
steigenden Knoten und dem Radius Vector des Planeten in irgend , 
einem Puncte seiner Bahn ist cl^s Argument der Breite, f 
IL C * 



i 
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das zur Länge des aufsteigenden Ktiotens addirt die Länge 
des Planeten in der Bahn gibt« Der Unterschied des Ar-* 
guments der Breite und der, Projection dieses Arguments auf die 
Ebene der Ekliptik ist die Reduction, die zur Länge des 
Planeten in der Bahn addirt, die reducirte Länge des Pla- 
neten in der Ekliptik gibt. Die Zeit endlich eines ganzen Umlaufs 
des Planeten um die Sonne ist seine Revolution oder U m- 
lau fs zeit, so wie der Ort, die Länge des Planeten in seint^r 
Bahn für irgend eine gegebene Zeit die Epoche des Planeten 
faeisst* 

Denktman sich wieder in der Ebene der Bahn um den Mittel« 
punct der Sonne als Centrum einen Kreis mit einem willklihrhchen 
Halbmesser , in dessen Peripherie sich ein Punct gleichförmig so 
bewegt, dass seine Revolution der des Planeten gleich ist, und 
dass er mit dem Planeten zugleich durch das Perihelium undAphe- 
liuih geht, so heisst dieser JPunct der mittlere Planet. Der 
Winkel des Radius Yectors des mittlem Planeten mit der kürze- 
sten Distanz ist die Anomalie des mittlem , oder die mittlere 
Anomalie des wahren Planeten , so wie der Winkel des Ra- 
dius Yectors des wahren Planeten mit der kürzesten Distanz die 
wahre Anomalie des letzten heisst. Die Differenz der wah« 
ren und mittlem Anomalie ist die Gleichung der Bahn, 
m^ oder die Gleichung des Mitte Ipunctes. 

Aus diesen Erklärungen folgt : Ist k die Länge des aufstei- 
genden Knotens der Planetenbahn , p die Länge des Periheliums , 
or die Elongation des Periheliums vom Knoten , v die wahre Ano- 
malie , und tf das Argument der Breite , ( die Länge in der Bahn, 
r die reducirte Länge in der. Ekliptik « imd p die Reduction,so 
hat man 

p — k = * 

•'' i/ = v-|-p — k 

l = 2/-4-k = v-f-p 

Kennt man ferner die mittlere Anomalie m des Planeten , 
die nach dem vorhergehenden immer leicht gefunden wird , wenn 
man die Epoche des mittlem Planeten oder die Zeit seines Durch- 
ganges durch das Perihelium und die Revolution desselben kennt, 
so wird man die excentrische Anomalie u , den Radius Vector r, 
und die wahre Anomalie v des Planeten durch die Ausdrücke 
erhalten 



9. 

\ 



k 



•y» 



x^. 



m = u ^ e Sin u 
»67= V^Htl.tgfu 
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r == a (i — «') , , ^ 

— oder r = a f i — « Cos u). 

i + cCosv ^ ^ 

wo a die halbe grosse Axe der Bahn , und a € die Excentricität 
derselben bezeichnet. 

Denkt man sich von dem Planeten ein Loth auf die grosse 
Axe der Bahn , so ist das Stück der grossen Axe zwischen die^ 
sem Lothe und dem Mittelpuncte der £llipse offenbar gleich 

X = r Cos V + a e 

oder da 

r=a(i-e') 

_ ist, 

1 + « Cos V 

X = a — r 



€ 



Denkt man sich aber einen Kreis , dessen Mittelpunct der 
der Ellipse und dessen Durchmesser die grosse Axe der Ellipse 
ist , so wird jenes Loth verlängert , die Peripherie dieses Kreises 
in einem Puncte schneiden, dessen Entfernung vom Mittelpuncte 
der Ellipse mit der grossen Axe einen Winkel q bildet , so dass 
Cos 9> = -^ ist , oder wenn man den vorhergehenden Werth von 
X substituirt , dass r = a (i -» e Cos 9) ist. Es ist also dieser 
Winkel 9 = u die excentrische Anomalie. Über die frühere Be- 
deutung dieser drey Anomalien s. m. Berl. Jahrb. 1797 p. i23. 

§.6. 

Wir wollen nun zuerst sehen , wie man für jede Zeit die 
mittlere Länge L und die mittlere Anomalie der Planeten findet. 

Ist L die mittlere Länge , und m die mittlere Anomalie , also 
p = L -— > m die Länge des Periheliums fiir eine gegebene Zeit d. 
Man suche die mittlere Länge L' und die mittlere Anomalie xd! 
fiir irgend eine andere Zeit 5'. 

Ist T die Umlaufszeit des Plaqeten in Tagen und Theilen 

S60*» 
des Tages , so ist -— - = d L die tägliche Bewegung desselben 

in mittlerer Länge. Nehmen wir ferner an , dass auch die grosse 
Axe d^r Bahfi beweglich sey , uqd dass d p die tägliche Zunahme 
der Länge des Periheliums bezeichne. Drückt man also die Zwi-* 
schenzeit 3' «*- 5 in Tagen aus , so ist 

L' = L + (S' ~ 3) d L und 
p' = p + (^ _ d) d p 

Aber es ist 

L SS p + m und L' Ä p' -j* m' 

C 2 



111= i43 57 37. 4 also 

5. o 
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Substituirt man diese Werthe von L L' in den zwey ersten 
Gleichungen , so erhält man ' 

m' = m + (»' — 5) d li — (5' — 3) d p oder 
m' = m 4- (^' — 1^) (d L — d p) 

So ist fiir Saturn 1808 December 5t , o^ o'o'' in Pariser Zeit 

L = 235** 1 1' 42"4 
m = 145 67 
p = 89 14 

Sucht man L' und m' für j8oq März 18, 5* 24* 58" so ist 
die Zwischenzeit 77 Tage 5' 24' 68^' oder S' — i» = 77. i42358. 

Die tägliche Bewegung Saturns in mittl. Länge ist d L =: 
120". 5917808 und die tägliche Bewegung der Länge des Perihe- 
liums d p = o". 1688 

also ist 

L' = 235» n'43"4 + 9 5o2"7 = 235« 46' 45"i 

m' = 143'» 57'37"4 + 9 5o2''7 — lä". o == 146« 52' 27" i. 

I. Diesie mittlem täglichen Bewegungen d L, d p beziehen 
Aich auf den Punct, von welchem alle Längen gerechnet werden, 

\ auf den Punct der Frühlingsnachtgleichen. Ca aber dieser Punct, 
wegen der Präcession selbst in Bewegung ist, so drückt auch 
die Grösse d L nicht die eigentliche tägliche Bewegung des Pla- 
neten, aus, die in Beziehung auf irgend einen festen Punct des 
Himmels genommen werden muss. Die Umlaufszeit eines Plane- 
ten in Beziehung auf einen solchen festen Punct , z. B. auf die 

, Fixsterne , oder die eigentliche wahre Umlaufszeit des Planeten 

I heisst die siderische, Revolution desselben ; wir wollen sie 
durch S bezeichnen. Die vorhin betrachtete Umlaufszeit T inBe- 

,' Ziehung auf das Aquinoctium heisst die tropische oder die pe- 
riodische Revolution desselben , und ^enn von den beyden Grös- 
. sen S, T eine gegeben ist, so findet man leicht die andere. 

Es sey überhaupt A die Revolution eines Planeten in Bezie- 

hung auf einen Punct, also ——.die tägliche Bewegung in Bezie- 

A 

hung auf diesen Punct. Sey ferner m die tägliche Bewegung ei- 
nes zweyten Punctes in Beziehung auf jenen ersten , so ist 

^>^^ •* ip die tägliche Bewegung des Planeten in Beziehung auf 

I A • 

diesen zweyten Punct, also auch die Revolution B des Planeten 
in Beziehung auf diesen zweyten Punct B = 3bo 

A 
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Man hat also 

36o . , . 56o 

B= = A und A = -- — r-Boder auch 

5oo — m A 5oo -|* m B 

^ 36o + m B . - . 36o — m A ^ 
B=_^g^AundA=_^B. 

Geht der zwejte Punct in Beziehung^ auf den Planeten rück- 
wärts y SO ist m negativ. 

Zur bequemern Ber)echnung sey 

a = die tagliche Bewegung des Planeten ^ so wie vorhin m 

A 

*die tägliche Bewegung des Punctes , und h == ^q j^^ 

B 

1 — ? a ^ a' ^ a» V 



B ^/ m m m' N 
A = = B(i 1 - + ) 



So ist für Mars die sider. Rev. A = 686. 979579 Tage. Die täg- 
liche Präcession ist aber * = o. 0000 3ö3i8 = — m 

(365)(36oo) 

also die trop. Revolution B = 686. 979579 

— o. o5o232 
+ 0. 000004 



B = 6b6. 929351 

für den Mond unserer Erde ist die sid. Rev. A = 27. 52i6iSi 
die tägl. Bewegung der Aequinoctien . ist m = —-o.oooo383i8 also | 

Loga = Log ^ = 1, 1197955, Log ^ = 4- 4636073 n also die 

A a ' 

tropische Revolution 

A 

B= = 27. 32i582 

Tst die tropische Revolution A = 27. 32i582 gegeben , und 
sucht man die Revolution B in Beziehung auf die Knoten der 
Mondsbahn , so ist die tägliche tropische Bewegung dieser Kno- 
ten m Ä.— 5' iq"64 = — o**. 052955 , also 
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Log a = Log = 1. 1197966) Log ™ = 7. 6o4rio4 n i^nd 

A a 

B = _JL-. = 27. 2122189 



m 



Ist die trop. Rev. A == 27. 32i582 gegeben, und sucht man 
die Revolution B in Beziehung auf die Sonne , d. h. die Zeit zwi- 
schen zwey nächsten Conjunctionen oder zwischen zwey nächsten 
Oppositionen der mittlem Sonne und des mittlem Mondes , wel- 
che Zeit man die synodische Revolution heisst , so ist die tägliche 
tropische Bewegung der Sonne m = 69' 8"33 = o**, 98505, also 

Log J^ = 8. 87395461 und B = ^ == 29. 53o59 



»-T 



II. Um aber die mittlem Längen und Anomalien für jede 
gegebene Zeit bequem zu finden, hat man die mittlem Bewegun- 
gen derselben in Tafeln gebracht, deren Einrichtung auf folgen- 
dem beruht. 

Die Epoche jedes Jahres ist die mittlere Länge fiir den mitt- 
lem Mittag des ersten Januars desselben Jahres , wenn dasselbe 
ein Schaltjahr ist, und fiir den mittlem Mittag des 3i. Decem- 
bers des vorhergehenden Jahres , wenn das gegenwärtige ein ge- 
meines Jahr ist. 

Die Zurückkunft der mittlem Sonne zu denselben Nachtglei- 
chen oder zu demselben Solstitium gibt, nach dem vorhergehen- 
den , die tropische Revolution der Sonne , oder das bürgerliche 
Jahr , dessen wir uns in unsern Geschäften bedienen. Dieses 
Jahr ist 363. 2422042 Tage. 

Wenn man die Länge des bürgerlichen. Jahres der grössern 
Einfachheit wegen in runder Zahl gleich 365 Tagen annähme, 
so würde der Anfang dieses Jahres dem tropischen immer vorei- 
len, und nach und nach alle Jahreszeiten durchlaufen, und die 
Feste sowohl , als die Arbeiten des Ackerbaues würden nicht 
mehr an bestimmte Jahreszeiten gebunden seyn. Diesem wesent- 
lichen Nachtheil eines fiir das Volk eingerichteten Kalenders 
könnte man dadurch abhelfen , dass man den Anfang des Jahres 
als eine astronomische Erscheinung betrachtete, und z. B. in den 
nächsten Mittag vor oder nach der Nachtgleiche setzte. Allein da- 
durch würden die Jahre nicht leicht sich in Tage zerlegen lassen ; 
der Anfang der Jahre würde sich bey den verschiedenen Nationen 
ändern, da jede derselben ihn nach dem Meridian ihrer vorzüg- 
lichsten Orte bestimmen würde , und dieser Anfang würde selbst 
dann ganz ungewiss seyn, wenn er dem Mittag näher fällt, als 
die Fehler, welchen unsere Sonnentafeln noch immer unterwor- 
fen sind. Man hat daher auf ein anderes Mittel gedacht , dem Ka* 



lender jene Vortfaeile ohne diese Nachtheile zu verschaffen, und 
diesem Mittel besteht in den Einschaltungen. 

Im Jahre i582 nach Christi hat man die noch jetzt gebräuch- 
liche Kalender-Reform vorgenommen. Vor diesem Jahre sind 
ohne Ausnahme alle durch vier ohne Rest theiibaren Jahre i58ot 
1576. Schaltjahre von 566, die übrigen aber gemeine Jahre von 
36ä Tagen. In dem Jahre i5ti2 selbst hat man 10 Tage wegge-r 
nommen , indem man nach dem 4> October dieses Jahres unmit- 
telbar den id. zählte. Nach dem Jahre i582 sind wieder alle 
durch vier theilbare Jahre i584i i588) Schaltjahre^ alle Säcu- 
larjahre aber , (deren zwey letzte Ziffer 00 sind; sind gemeine 
Jahre, wie 170O9 1800, 1900 mit Ausnahme derjenigen Säcu« g 
larjahre, die durch 4oo theilbar sind, wie 2ooo, 2400, 2Ö00, | 
welche wieder Schaltjahre sind. Durch diese Einrichtung wird 
die Grösse eines jeden bürgerlichen Jahres nach i582 auf 
365 -^~ = 565. 2425 Tage gebracht , oder das bürgerliche Jahr 
ist nur o. ooo2458 Tage grösser als das tropische Jahr. Würde 
man überdiess aUe 4ono JaVe einen Tag unterdrücken , so würde 
dadurch das Jahr auf 565 f^ = 365. 242 2Ö gebracht werden, 
welches nur mehr o. 0000042 Tage d. h. o". 56288 zu klein ist. 

Nach diesen Bemerkungen wird man die Epochen aller Sä- 
cularjahre finden , wenn die Epoche eines derselben bekannt ist. 
Ist z. B. die Epoche von 1800 oder e'^**^ gegeben, so ist, wenn 
a die tägliche trop. Bewegung bezeichnet , 

^.9oo_g.8«p^3g52^^ und rückwärts 

€'•**"= e'^' + 56525 a 
e''^ = 6'°"^ + 56524 a 



C«7oo 


= 


glft« 


«. 


56524 


a 


gi6oo 


= 


e'7»« 


«« 


56524 


a 


g.Soo 


= 


g.6oo 


m^^ 


565i5 


a 


g.4oo 


ssz 


giSoo 


— . 


56525 


a 


^.Boö 


SS 


g«4«> 


..» 


56525 


a 



u. s. w. und daraus findet man sofort die Epochen der zwischen 
4en Säcularjahren liegenden Jahre 

, ^1743 _ ^1700 ^ ^3 (365 a) + 10 a weil V- = 10 + 
e«876 ^ e*»'»' + 76 (565 a) + 19 a weil ^ = 19 

Ist dann A die Epoche eines gemeinen Jahres , so ist die 
Epoche des o. Januars (5i. December des vorhergehenden Jähe- 
res) = A -{* o. a, und eben so ist die Epoche des 

o. Feh. (5 1. Januar) = A + 3i a 

o. März (28. Febr.) =s A + 59 a 

O.April (5i. März) 2= A + 9^ * 

o. May (5o. April) = A + i2ö a ' . 

O.Juni (3i. May) .:?= A + »5» *^ 

O.Juli (3o. Juni) ä A -f- 181 a 

o.Aug. (5i. Juli) s= A + 2>3 a 
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o. Sept. (3i. August) = A + 243 a 
o. Oct. (3o. Sept.) = A + 273 a 
o. Nov. (3i. Oct.) = A + 3o4 a 
ü. Dec. (3o. Nov.) = A + 334 a 

und wenn jede dieserMonathsepochenBheisst, so ist die Epoche 
des 1,2,0 ... n Tages jedes Monaths gleich B + a,B-j-2a, 
B-f~^^ • •• B + na. So sind die Epochen des 5. Januars , 
i3. Julius, 27. Novembers gleich B -|-5a, B + 194 a, B4-33i a 
u. s. f. Ist aber das Jahr ein Schaltjahr, so ist die Epoche des 
o. Januars = A — a oder alle Epochen der Tage der beyden er- 
sten Monathesind im Schaltjahre um ein a kleiner, als im gemei- 
nen Jahre, und da zu Ende des Februars das Schaltjahr einen 
Tag mehr hat , so hebt sich dadurch jener Unterschied zwischen 
den Schalt- und gemeinen Jahren auf, oder die Epochen der 
Tage in den zehn letzten M onathen sind in beyden Jahren die-' 
selben. 

Nach den neuesten Sonnentafeln von Zach ist die Epoche der 
mittleren Länge der Sonne für 1800, mittlerer Mittag in Seeberg, 

279^» 52' 36''58 

und die Bewegung in 100 Jahren» in denen 25 Schaltjahre^ sind, 

100. 360** + 0" 45' 48"oo 

also in einem Jahre 369'' 45' ho'%o 
2wey . 359 3i 20.81 

drey 369 17 1.2 1 

vier 36o 1 49-92 etc. 

< 

und in einem Tage 0° 69' 8''33 
einer Stunde o 2 27.86 
einer Minute, o o 2. 46 
einer Secunde 000% o4i 

; Daraus findet man die Epoche 

des Jahres 1740 ... 280^*24' 16" 
' 1795 . . . 280 5 6 

1810 . . . 279 27- 37 

und die Epoche ^ 

des o. Febr. im Schaltjahr 29' 34' io"im gemeinen Jahr 3o*33' 18" 
o. März in beyden Jahren 58" 9' 1 1" 
O.April ..... 88 42^0 u- s. w. 

woraus man, wenn man das vprhergehende fortsetzt, die ganze 
Tafel der mittlem Bewegung der Sonne construiren wird, die 
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also aus vier Theilen besteht , deren erster die Epoche der Jahre, der 
zweyte die der Mönathe ,, der dritte die der Monathstage, der vierte 
endlich die Bewegung fiir die Stunden , Minuten und Secunden 
enthalten v^^ird. Mit Hülfe dieser Tafel vrird man dann sehr leicht 
die mittlere Länge der Sonne für jede Zeit bestimmen. 

Sucht man z. B. die mittl. Länge der Sonn< fiir 1796 den 
14^ April 5* 48' 12" mittl. Zeit in Seeberg j so ist 

L Tafel 1706 .... 280» 5' 6^ . 

IL . . o April . 88 42 3o 
IIL. . . 14 April 1 3 47 57 

IV. .. f ö*» 12 



{48' 

li2 



2 19 

1 58 



mittl. Länge = 23" 49' 5i" 

Eben so wird man die mittl. Länge der Sonne fiir 1740 den 
24. Februar' i4-^ 2o' 5o" mittl. Zeit in Paris erhalten , wenn man 
mit der MeridiandifTerenz o^ 33' 3d" von Paris und Seeberg die 
Zahlen der Tafeln für 1740 , 24. Febr. i4^ 54' 25" sucht. Da diess- 
Jahr ein Schaltjahr ist^^so hat man 

I. Tafel 1740 280' 24' 16" 

IL . . o Febr. 29 34 so 

III. . . 24. Febr. 20 39 20 

IV. • . f 14^ 34 3o 



.. fi4' 
{54' 

125" 



2 i3 

1 



mittl. Länge 334*i4'3o" 

Den Gebrauch dieser und ähnlicher Tafeln wird man am be- 
sten aus der ihnen gewöhnlich beygedruckten Erklärung kennen 
lernen, wozu man Zachs tab. motuum solis, Gotha 1792, mit ih- 
rer vortrefflichen Einleitung und die Tafeln wählen kann , welche 
der dritten Ausgabe von Lalandes Astronomie angehängt sind. 

§.7.' 

Die Bestimmung der mittlem* Längen hat also nach dem Vor- 
hergehenden keine Schwierigkeit. Um aber daraus die wahren 
Längen und die Entfernungen der Planeten von der Sonne abzu- 
leiten , wird maft die §. 5 gegebenen Ausdrücke brauchen. Man 
kann aber diesen Gleichungen verschiedene andere, zur Rech-' 
nung bequemere , Gestalten geben , von welchen wir hier einige 
der vorzüglichsten anführen. Setzt man der Kürze wegen € = Sin y 9 
so erhält man 
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1 . . , m =s u -^ ff Sin u oder eigentlich m = u*— ^ , Sin u 

Sin i" 

« ... r = a(i-*Cosu) = -^«;>- =aCos,-^-^ 

i+eCosv '^Sinv 

I 

d . . . Cos U = -3 

I + e Cos ^ a « 

- ^ Cos u — e a fl rin«* ^ 

4 ... Co8v = ^^ « "(Cosu — «)= «^°» y-T 

I — « Cos u r r j 

ß r* ä' Sin i . Sin ^ 

o • • • 



2 Cos 



■ = ' . oder ——1 = V 

_«, * S»n7 Sin J ^.aCi+«) 



90 — 9 



JL t 

a T 

r a Cos' r Cos-a ^ 

2 oder ^—2 = V^ 



j' Sin 9»-» 

2 



Cosf Cosf 'a(i — e) 



8... SinlTJi^SinuSm^. V^ i = «'" ^ ^in | , _r 

2 2 r ^ a 

Cos 9 

9 ...Sin I±Jl = SmuCos?. V^ a^SInvCosf ^r 

2 ^2 r ■ . a 

Cos 9 

Setzt man in diesen Ausdrücken die Grossen m u v r ver- 
änderlich , so bat man 

j 9l rdv dr 

d u = - dm = 



^ a Cos 9 a Sin 9 Sin u 

j a,^ *',^ adr. Cos' 9 

d V s= -du. Cos 9 =±; -j dm.Cos9= ^ 

^ ^ r'' r'*Sin9 Sinv 

dr = adm. tg 9 Sin v ss adu.Sin9Sinu= Sin9Sinv 

a Cos"* 9 

Nimmt man aber auch auf die Veränderung von «Rücksicht, 
so ^ibt die Gleichung (5) ' 
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du dr 



» , 






Siu a Sin Y Cos <f 

und eben so die Gleichung (i) 

d m = (i — t Cos u) d u — Sin u Cos 9 . d 9 

Eliminirt man aus diesen beyden Ausdrücken die Grosse du» 
so ist 

r* d V r (a -f- r — a •') 

d m = , .. — , ^ , Sin v . d 9 und eben so 

ü* Casy •' Cos' ^ ^ 

a» (2 -h • Co» ▼) 

d V =* -7 Cos 9. d m -f- q Sin v . d 9 

dr= - da-|-atg9 Sin v . d m — a Cos 9 Cos v . d 9 

§. 8. 

Aus den angeführten Gleichungen folgen die Auflösungen 
mehrerer Aufgaben. 

I. Ist V und € gegeben , so findet man u aus (6) oder (8) und 
m aus (1) ^ 

Sey a = 1 , » = o* Ol oder 9=0" 34' 22"7 und v = 8* 24' i2''4 

so geben die angezeigten Gleichungen 

u = 8° 19' i2".4 und m = 8" 14' iS^.g so vne die Gleichung 
(2) r = o. 9901052 

II. Ist e und u gegeben , so findet man v aus (5) und r aus (2) 
oder r aus (2) uud v aus (8) oder (9). 

III. Ist 8 und m gegeben , so findet man u aus (1) , r aus 

(2) und V aus (4) oder (5) 

oder bequemer u aus (1) , v aus (5) und r aus (6) oder (7) 

Die letzte Aufgabe ist für uns die wichtigste , da in der Thal 
gewöhnlich die Grössen t und m gegeben sind. Sie erfordert die 
Auflösung der Gleichung 

m = u — € Sin u 

in Beziehung auf die unbekannte Grösse u. Da in der Folge öf- 
ter Gleichungen dieser Art vorkommen werden , so wird es gut 
seyn , hier eine allgemeine Methpde , sie aufzulösen ^ aus einander 
zu setzen. 

Es sey also X = o irgend eine Function von x. "Man suche x. 

Hat man bereits 2 = x + X gefunden , wo X schon klein 
ist, so kann man annehpaenX — m X = o, wo meine constante 



44 

Grösse Tst. Man habe z. B. g = a und $ = a' angenommen , und 
daraus in derselben Ordnung 

X = a und X = «' abgeleitet, so sind also a a' die Hypothesen ^ 
und a OL die Fehler dieser Hypothesen, Sind diese Fehler klein > 
so kann man annehmen 

« = m (a — x) 

ft' =3 m (a' — x) also hat man 

a a' «> a' a a (a — a') a' (a — a') 

X = T" oder x = a -^ 7 = a' — ^ 7-" 

und das gefundene x ist der Wahrheit um so näher, je kleiner 
bereits die Fehler a ur\d ai sind. Man kann daher dasselbe Ver- 
fahren mit den gefundenen genäherten Werthen von a und a' Öf- 
ter wiederhohlen, und sich so der Wahrheit immer mehr, und 
zwar um so schneller nähern , fe besser man anfangs die Grössen 
a a' gewählt hat. 

h* — 1 
Sey z. B. die Gleichung = 5. 828 gegeben , wo Log nat 

V h =: 1 ist, 

50 ist auch o. 4343g448 x — log vulg (3. 828 x -|- 1) = y = o 

X = Sv 2 gibt y s= -— o. 01868 = as, 
X =: 2. 3 y = -f. o. Ö0744 = tf- 

und aus diesen beyden Fehlern /x a findet man das verbesserte 

X == 2. 2715 und diess gibt y= — b. oooo6i5 = «' 

Die Fehler a a" geben x = 2. 271727 und diess gibt 
y = — o. 00OÜO18 = a" 

Die Fehler aü a" geben x = 2. 2717837 und diess gibt 
y = — o. 0000001 

und man wird, wenn man nur so weit geht, als es die gewöhn- 
lichen Logarithmentafeln erlauben , den wahren Werth von x in 
der gegebenen Gleichung gleich 2. 2717337 annehmen können. 

Dieselbe Methode lässt sich auch auf mehr als eine verän- 
derliche Grösse anwenden. Es sey X = o eine Function von x 
und Y = o eine Function von y. Man habe bereits ^ = x -|- Ä, , 
und u = y -f. /i gefunden , so kann man, wenn X und p, klein 
sind , annehmen 

X — ^iX — n/i= o 

Y — px— q;i=:o 

Man habe z. B. angenommen 

$ =: a und V ^ b 
« a* b' 

«" b" 
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tuid daraus in derselben Ordnung gefunden 

X=a « und Y = ß 
«• - ß' 
o" ß" 

so sind a a' a" und b b' b" die Hypothesen, undaca «" undß/S'jS^ 
ihre Fehler, also ist 

« =m(a — x) + n(b —y) und ebenso ß =p(a — x) + q(b— y) 
«' =mCa'-x) + n (b'~y) ß" =p(a'— x)+q(b'— y) 

«" = m Ca"- X) + n (b" - y) ß" = pCa'-x) + q(b"-y) 

woraus man erhält 

x=a+?(a'-a)+| (a"_a) 

y=b+i(b'-b)+?, (b"-b) 

vbrau6gesetzt , dass man hat 

y^o/'ß — oi ß" 

Auf dieselben Ausdrücke kann man noch auf einem andern 
merkwürdigen Wege kommen. Ist n'ähmlich y = f x eine Func- 
tion von X , und setzt man liir x die Grösse x -^ ca t= a , so geht 
bekanntlich y über in 

dfy « ' d*fy «»' d'fy 

^ = y +" -df+TTi • dp"+"m ■dp"+ 

Setzt man eben so für x die Grösse x+ö>' = a', so hat man 

dfy co'* d'fy 

r = y + co' . JL + — -j4+ . 
^ dy i.a dy 

Nimmt man daher bloss auf die ersten Glieder Rücksicht , 

so ist 

dfy 

Es sind aber Y — y = « lind Y — y^a die Fehler der Hy- 
pothesen , welche durch die Annahme der Grössen a a' für r 
entstanden sind, also ist, wenn man die beyden letzten Glei- 
chungen durch einander dividirt, 

aoi = aco 

Weiter ist co'— w = (a' — x) — (a — x) oder 

cio' _ CO =: a' — a 
und daher die vorhergehende Gleichung 
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(a' — a) , «'(a' — a) 

«o = « ^ ■■-' , « = . oder auch 

OL -^ et, a — OL 

, , a üc — a a 
x = a^— €0= — co= ^ 

a — a 

welches der vorhergehende Ausdruck ist 

Die letzte Auflösung dieser Aufgabe zeigt zugleich , warum 
das Verfahren , in allen Fällen , in welchen x nur die erste Po- 
tenz enthält, sogleich das gesuchte gibt, weil für solche Glei- 
chungen die vorhergehenden Voraussetzungen d^ . f x = o, 
d^ . f X = o . . genau Statt haben. Ist aber diess nicht der Fall, 
so wird das angezeigte Verfahren nur dann ein der Wahrheit 
sehr nahes Resultat geben , wenn co , co' schon klein sind , weil 
nur dann die weggelassenen Grössen w'* . d'fy , co ^ . c^Yy . . . sehr 
nahe gleich Null angenommen werden können. Sollt^e ^ich aber 
auch die erste Hypothese noch sehr von der Wahrheit entfer- 
nen , d. h. sollte w co' noch beträchtliche Werthe haben , so wird 
doch dasselbe Verfahren und die Wiederhohlung desselben eine 
immer fortschreitende Annäherung zur Wahrheit darbiethen. 

Um diese Methode .auf unser Beyspiel anzuwenden , sey 
wieder s =0.01 uird m = 8"* 14 ^^°S 

Da bey so kleinen Excentricitäten u immer in der Nähe von 
m liegt, so sey u = ö"*, so ist 

e Sin u = 2' ög^S, m = 4" 67' ©"2 um a = 3**i7' i3" zu klein. 

Ist femer u = 7® , so ist 

€ Sin u = 4' ii"4, m = 6** 55' 48"6 um a' == i** 18' 25"3 zu klein. 

Daher ist die corrigirte excentrische Anomalie u = 8°i9'i2"5 
und man kann schon bey diesem ersten Resultate stehen blei- 
ben, da der letzte Werth von u gibt e Sin u = 4' 58."o und 
m = Ö**i4' i4"o also nur o."i zu gross. 

Hätte man grössere Fehler ol a erhalten , so würde man das 
Verfahren wiederhohlen. Ist z. B. , 

u = 2° so findet man m = i°58' 48"o um « = 6°i5' 25"9 zu klein, 

ü = 2o'? m=i9*48' i4."5 uma=:ii'*34'o"6 zugross^ 

1 

ajso erstes verbessertes u == 8^19' 8''4 

u = 8°i9'-8"4 gibt eben so m um a" = 3"9 zu klein 

u = 8 19 lo.o . * Ä ' = 2"3 zu klein, also 

verbessertes u = 8° 19' i2"3 wie zli^pr. 

Man wird aber diese Wiederhohlung in den meisten Fällen 
vermeiden können , >yenn mw gleich anfangs den ersten genä- 



47 



/^ 



herlen Werth von u gleich m + ■ , ■ ■ . Sin m setzt Diess bie- 

the^t ein anders Mittel dar, diese Gleichung aufzulösen. Substi- 
tuirt man n'ähmlich in der Gleichung 

u = m 4* € Sin u 

statt Sin u die Grösse m -f- c Si^ m, und wiederhohlt diese Sub* 

stitution , so erhält man 

« 

u = m -f- < Sin (m + £ Sin (na-(- < Sin (m+€ Sin (m +t Sin m . . .)))) 

welcher Ausdruck sich auf folgende Gleichungen bringen lässt. 
Man suche 

,U aus U = m + e Sin m 
U' , . U' = m + € Sin U 
U" . . U" = m + £ Sin U' 
U'" . . U'" = m + « Sin U" u. f. 

«o ist jeder der Werthe U, U', U".. dem wahren Werthe u um 
so näher , je weiter man fortgeht. ' 

In unserem Beyspiele ist 

£ = 0.01 , m = 8" i4' i3"9 also 

U = 6*19' 9"4 
U' = 8 19 12.3 
U" = 8 19 12.37 

Zur Übung mögen noch folgende Beyspiele dienen % 

B = 0.24531617, m = 320* 44' 27"b6, u = 52o* 52' i5.''52, 
V = 5io« 55' 29/'b4, log r = 0.3307640 

Eine andere Auflösung s.m. Theor. mot. corp. coelest. p. 11. 

Alle diese Auflösungen setzen voraus, dass £ gegen die Ein- 
heit sehr klein ist. Ist aber £ nahe gleich der Einheit, so wer- 
den jene Methoden nicht nur beschwerlicher , sondern auch selbst 
unsicher, da ein kleiner Fehler, auch nur der unvermeidliche, 
der Logarithmentafeln in den Resultaten v und r oft sehr be- 
trächtliche Irrthümer zur Folge haben kann. Ist aber € nahe gleich 
der Einheit, so ist die Bahn des Planeten nahe eine Parabel, und 
da die meisten Kometen sich in so excentrischen Ellipsen bewe- 
gen , dass man zur Veitinfachung der Rechnung ihre Bahn we- 
nigstens in der Nähe ihrer Perihelien , wo sie uns gewöhnlich erst 
zu Gesichte kommen, als parabolisch annehmen kann, so wol- 
len wir auch die Bewegung in der Parabel einer äimlichen Un- 
tersuchung unterwerfen. 
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§• 9- 

I^t, wie bisher, a, ae und q die halbe grosse Axe , dieEx- 
centricitäj: und der Abstand des Periheliums vom nächsten Brenn- 
puncte, und nimmt man die Abscissen x vom Perihelium auf 
der grossen Axe, und die Ordinaten y darauf senkrecht , so ist 
die Gleichung der Ellipse 

f=zq(i + e)x. (2 — 5 

Die Gleichung der Parabel aber ^ deren Abstand des Brenn- 
punctes vom Scheitel ebenfalls q ist^ zwischen ähnlichen Coor- 
dinaten ist 

woraus man sieht ^ dass 'die Ellipse der Parabel um so näher 
kömmt, je grösser die grosse Axe ist, wenn die Grösse q die- 
selbe bleibt , und dass diese Uebereinstimmung beyder Kurven 
in den dem Perihelio nächsten Puncten am grössten ist. 

Nimmt man in der Parabel die Abscissen x auf der grossen 
Axe vom Brennpuncte , so ist ihre Gleichung ' 

y" = 4q(x+q) 

und wenn man auch hier durch r , v den Radius Vector, oder 
die Entfernung des Kometen vom'' Brennpuncte und die wahre 
Anomalie, oder den Winkel der r mit q heis^t , so ist 

y = r Sin v, x = r Cos v 

und die vorhergehende Gleichung wird 

r = 1 



Cos-I 



Ist also -^ ( die Fläche des parabolischen Sectors zwischen 
q und r , so ist 

if=i/r=dv = q>./(i+tg»i).dtgi = q'(tgf+itgH) 

Ist aber t die Zeit (in Tagen) seit dem Durchgange des Ko- 
meten durch sein Perihelium , so ist ,nach dem vorhergehen- 
den (§.4) 

f == Axt . Vp 

wo jii = o. 017202 und p = 2 q der halbe Parameter der Para- 
bel ist. Substituirt man daher dffn Werth von f = /* t Sm 1". V 2 q 
in der vorhergehenden Gleichung, so erhält man 

75 p-t . Sin 1" t . 

75tg- + 25tg^- =' I T'^^Ä (o*9i2279i)"T .... (I) 



2 

2 



. • 
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75 fi Sin I o- 9122791 

und man nennt jTT ^^ ± die mittlere tägliche Be- 



a a a 

? 1 q 

t 

wegung , so wie (o. 9122791) "T* die mittlere Bewegung desRo* 

meten in der Zeit t. Ein Komet, der sich in einer Parahel bp- 
wegt, in welcher q gleich der Einheit ist, wird also täglich 
o. 9122791 in seiner mittleren Bewegung beschreiben , und die 

100 

wahre Anomalie v = 00*" in ■*= loq. 6i5528 Tagen zu- 

^^ o. 9122791 *' " • 

rücklegen. - * . • 

I. Durch die Gleichung I findet man, wenn der Abstand q 
und die Zeit 5 des Durchgangs durch das Perihelium gegei>i*n 
ist, fiir jede andere Zeit ^' j^e wahre Anomalie v, wenn man 
d -— y = t setzt, ^und den Radius Yector durch die Gleichung 



Cos'-» Z 



und eben so findet man die Zeit 5 des Periheliums , wenn q und 
V , oder wenn> q und r gegeben ist. Diese Aufgabe bequemer auf- 
zulösen ^ dient die bekannte Barkersche Tafel , welche auch Ol- 
bers Abhandlung über die leichteste Methode,,, die Bahn eines Ko- 
meten zu berechnen , beygedruckt ist, und die die Grösse a ent- 
hält , welche i&an aus dem Argumente b durch die Gleichung 

a = 75 tg I + 25 tg'^ ^ - 

findet. 

Man nehme g = ^ /t Sin 1" so ist die Gleichung I 



3 

"ä 

q 



II. Der parabolische Sector , zu dem die wahre Anomalie y 
gehört, ist 

/q' d ▼ 
(.-4-Co,v)' ' 

und der elliptische Sector, zu dem die wahre Anomalie v -f;^ A 
gehört, ist 

/, p* d (v 4- A) 

WO p = q (1 + €) der halbe Parameter ist. Da sich aber , wie 

^ wir §. 4 gesehen haben , für gleiche Zeiten die Flächen der Sec- 

toren wie die Quadratwurzeln aus den Parametern vehalten, 

so ist . ; . 

II. D 






5o 
oder 

3 

*/ (i4-t Cos (v-h A))*.V^Ä *"■ ^ y (i 4- Cos v)* ' 
wovon. die Integralien sind, 

a* 6 — 7 a 

+ — • 7 Va • t7 --.] =.S + i 1^^ 

■ 7 (2 — o)3* J "3 

wenn man |der Kürze wegen setzt 

1 _£ = «, t = tg — j— , » = tgj 

Diese Gleichung bietet ein bequemes Mittel' dar, die Grösse 
A oder die Abweichung der wahren Anomalie. in einer Ellipse, 
die einer Parabel sehr nahe ist, von der Anomalie einer Parabel, 
also auch , da die wahre Anomalie der Parabel nach dem Vor- 
hergehenden leicht gefunden wird , die wahre Anomalie der Ellipse 
selbst zu bestimmen , wenn sie sehr excentrisch ist. Zu diesem 
Zwecke ordne man dip vorhergehende Gleichung nach den Po- 
tenzen von ft , und nehme der Kürze wegen an 

A — t + i t' 

B = I Ct - t3) _ i t^ 

C = 3^ (3 t - 7 t^) + Ä t' 
so erhält man 

o = A + BÄ+Ca'— S — |3* 

Da A eine Function von v und A ist, so gehe a über in A, 
wenn v in v + A übergeht , so ist 

da A* d* a 

A = a+A j~" + . -jT \ + 

■ d V • 1 . 2 d V* ■ 

und ähnliche Ausdrücke wird man (lir B und G haben. Ist also 
a , b , c resp. der Werth von A , B , C ? wenii v + A in v, oder 
wenn t in ;» übergeht, so wird die vorhergehende Gleichung 



da d* d' a 
^ • d T + 1. 2 • d V' 


* 


d b A* 


d« b 


de A> 

+ «'(c + A. ar + a . 


d.' c 
• d T* "l"^ 



/ 



Sit 

Setzt man nun A = P « + Q. a' + R «' + und substi- 
tuirt diesen Werth von. A in der vorhergehenden Gleichung , so 
erhält man , wenn man jeden Factor von a gleich Null setzt , 



(d «N P' d' « d b 

dTj = rdT + PdT + <= 

/'d ti\ d'a P»d'a db P'd'b de 

-^ Cä^J = ^ Q d7+6dv +Q d7+rd-7^ +P d7 + ^ 

und wenn man diese Differentialien entwickelt, so erhält man 
die gesuchten Werthe von P , Q , R. Es ist dann 

Entwickelt man eben so Q , so erhält inan^ 



a 



a* /' X 9 j 37 g 63i 

+ — d^ + =2- 5" ) 
35 " 3ÖO J 

welche Reihe sich weiter fortsetzen lässt, und sowohl (lir positive 
als negative Werthe von « , d. h. sowohl iür Ellipsen als Hyper- 
beln gilt. Aber schon diese beyden Glieder werden in beynahe 
allen Fällen hinreichen , und zur bequemen Berechnung der Reihe 
kann man^ie beyden Factoren von ol und «' in Tafeln bringen , 
deren Argument S oder die wahre. Anomalie der Parabel ist. 

Ex. Sey Log q = 9. o88632o 

Log « = 7. 3979400 und die Zeit seit dem Durchgange durch 
das Perihelium = 72* 9949^ Tage. 

Daraus folgt nach der Gleichung I die 
parabolische wahre Anomalie 149'' 47' 56' 88 
^ LThl.l +0 12 0.24 

Correction jj ^^1. j^ + 2. 87 

Elliptische wahre Anomalie 149^ 69' Ö9"99 

sehr genau, da sie eigentlich löo"* o' o" seyn sollte. 

Man &ehe IMJDn. Gorr. i8o5. September. 

Andere Methoden, die wahre Anomalie und den Radius 
Vector für sehr excentrische Ellipsen zu finden , findet man in 
Gauss vortrefflichem Werke Theoria mot« Gqrp. <]lotflest. §. 5o. I 

D 2 
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§. to. 

Ehe wir diesen Gegenstand verlassen , wollen wir noch ei- 
nige merkwürdige Ausdrücke für die-jgjmj^ entwickeln ^ welche 
uns in der/ Folge nützlich seyn werden. 

Sind r r' die Radii Veclores fiir die wahren Anomalien v , v' 
und v' -— V = oo und k die gerade Linie , welche die Endpuncte 
der r r' verbindet 9 oder die parabolische Sehne des Winkels io » 



so ist 



q = r Cos* J =s r' Cos* * also auch 

V^^=Co.s^-Sin^tgj . . (II) 

Es ist aber Cos w = . also die letzte Gleichung 



^ 



V 



V (, / -f r)- - k~~ a r 

fa, - SS — . . . (111) 

^ « V k« «(K-T)' ' 

f 

Sind X y und x'y* die zu r r' gehörenden rechtveinklichten 
' Coordinatebf so ist das Segment, welches die Sehne k abschneidet , 

oder da k' = (x' — x)* + (/ — y)* und x' — x ä r' — r ist 

also auch der Sector f , zu welchem die Sehne k gehört , 

^ = -^ . (k* — (r' — rVy + — Sinw 

Entwickelt man aber aus dem vorhergehenden Werthe von 
Cos w den Ausdruck 



und substituirt man diesen Werth von Sin ca in der letzten Glei- j 

chung-, so hat man 



k* — (r' — r)» 



, = i(k--(r'-r)0^ . [ ^,^ +tV (r +rX-k*] 
Wenn man aber aus der Gleichung III den Ausdruck 



5S 



V V — (K - r)« 

Cos* - = 



2 4 (r* -f- r'r — rV^{r'4.r)» — k' 



q 
ii^ der Gleichung r = ^ , ^ substitairt , sö ist 

T 

k- — (K — r)« 



q — 



also auch, wenn man diesen Ausdruck von q in dem letzten 
Werthe von s subsf ituirt • 



* 9 



' = i (t- - (r' - r)0 . [r' + r + i ((r* + r)- - k') ] 

Setzt man also dier Kürze wegen (r'+ r)' — k'^= R, so 
ist, da man s = ^;AS.y2q hat, wo ^ die Zwisch'enzeit der 
Sehne k ist, 

/i 9 = ^ V^ i = ^» (r' H-r+i V'R) . V r _|-r -'V » 

= t • CCr'+ r) V r+r~VR +k V r' + r + V R] 
^ i' + r + l iz+r— k 

oder da V r+r + R = V 1 + V 1 "»i 

^ ^\.li>^^i »*^ = H(r' + r+k)-(r^ + r-k)] ^.<^.^l)^ 

I. Ein ähnlicher Ausdruck von /it lässt sich auch fiir die ^v^^««,« ^ 
Ellipse entvsrickeln* Für sie ist /^ /L. "1 */ 

Cos V = i. (Cos u — €) /^3ö, 

A - 

Sin V = -^ (i — €*)*. Sin u, also auch 

rr' Cos (v — v') = a' («—Cos u) («— Cos u') + a' (i— €*),Sin u Sin « 

Der allgemeine Ausdruck der Sehne k aber ist ' 
k' = r* -f- r" — 2rr' Cos (v — v ) also auch 

k' = 4a'Sin'— j^-(^i— e«Cos*-j-^..- (i) 
Es ist aber — j< =s u — e Sin u > also auch 

tt (t' — i) u' + u u' — u 

3 = u' — u— 2e Cos— j— Sin — j— "• (2) 
a» 
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Endlich ist— = » — e Cos u oder 
r' + r = 2a — 2a« Cos-* CosJ — —y das heisst 



e Cos 



u'-l-u 



ja Cos 



n/_a WO y = 2a — r' — r ist. 



Substituirt man diesen Werth von e Cos — ; — in (i) und (2) 



so hat man 



u' — u 



2. a ^ 2 

a> 



... (3) 



wo 5 = t' — t die Zwischenzeit der Sehne k ist 



Aher tg' 



u' — u 



2 



1 — Co« (u' — u) u' 

— --p; — TT r und Cos' "- 

i + Cos(u' — u) 



■ ) also die erste der Gleichungen (3) 

2 

• o = 1 — p* — q* — Cos' (u' — u) + 2pq Cos (u — u) 

l±i, q=: IZL. ist, also auch 
*^ 3 a 2 a 

Cos (u'-u) = pq + V^(i-p-)(i-q") 

Setzt man aber p = Cos a, q = Cos ß , so ist 
Cos (u' — u) = Cos a Cos/3 + Sin a Sin ß, also 

u' — u = ß — a = Are Cos q — Are Cos p und 

u'— u ß — « Sinß — Sin a SinArcGosq — SioArcGosp 

Cosß 4- Cosa •-—--------———— 



tg 



= tg 



^ 2 

und daher die zweyte der Gleichungen (3) 

a 



q + p 



1. • fl 2 

aa 



oder 



— k 



tl == ArcCos m^ — ArcCoslli — Sin Are Cos 1 

2 a Äa 2a 






4- Sin Are Cos 



2a 



r 
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Ist daher '"*"''"*'^ = Sin* ? und "^^"""^ = Sin* i y, so 



4 a 



ist die letzte Gleichung 



4« 



^ = (x — y) — (Sin x — Sin y) 



3 



Aus dieseip allgemeinen Ausdruck für di^ Ellipse lässt sich 
der oben gefundene für die Parabel leicht ableiten. Setzt man 

n'ähmlich a unendlich gross, also Cos a = L— , Gosj3= ^ 



2 a 



2 « 



der Einheit gleich , so ist a — Sin a = ^ Sin' a 
Aber a= Are Cos 1 , Sina = Sin Are Cos ^ also 



a a 



2 a 



Are Cos 1±1— Sin Are Cos l±i= ^(i— Sin' ArcCos2±^> 

2a 2a 2a/ 



=*'-(^)0=K=^^H^) 



und eben so 



ArcCosLzi — Sin Are Cos ^^ = i f!-±JL±i^ also 

2a 2 a V a y 



H /• /'•^^ 



6 /i 5 = (r + r + t) "^ (r* + r — k) wie zuvor. 

§• 11. 

Die Gleichungen des §. 7. sind die vorzüglichsten endlichen 
Ausdrücke, welche man zwischen den Grössen m u v und r hat. 
Dieselben Gleichungen lassen sich aber auch in oft sehr conver- 
girende Reihen entwickeln, und da ähnliche Entwicklungen in 
der FÄlge öfters vorkommen werden , so wird es gut seyn , hier 
die allgemeinen Methoden zusammenzustellen , deren man sich zu 
diesem Zwecke bedient , und deren Beweise ich als bekannt vor* 
aussetze , oder im entgegengesetzten Falle den Lesern zur Selbst- 
übung überlasse. 

I. Ist u eine Function von x , in eine Reihe zu entwickeln , 
die nach den Potenzen von x fortgeht, so wird man für diese 
Entwicklung annehmen können 

u = U + q, X + q; x' + q3 x' + . . 

wo y , q, , q, • von x unabhängige Grössen sind. 
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Man findet leicht , dass U der Werth von u für x = o , und 
dass der Factor des allgemeinen Gliedes q. x" ist 

'd" u 






1.2.3. .«n 



vorausgesetzt, dass man in dem Ausdrucke ( — ^ j nach der 
Differentiation x ss o gesetzt hat 



Ist z. B. u = Sin X, so findet maq Sin x = x — — 



3 



l' 2. 3. 

-J : «^ vrie bekannt. 

1. 2. 3. 4. 5 

II. Ist u eine Function der beyden Grössen x und y , welche 
man in Beziehung auf die Potenzen und Producte von x und y 
entwickeln soll, so wird man fiir diese Entwicklung annehmen, 
können 

u = U + q,.,x + q,.^ X* + • . . ' 

+ qo «y + q.-T xy -f- 
+ qca y* + 

und der Factor q,.,' des Products x'.y"' wird seyn 



n+n» _ 



Kdx- , dy ^J 

1. 2. 3. • • n. 1. 2. 3. . . nf 

^ wo wieder nach der Differentiation die Grösse x sowohl als y 
gleich Null gesetzt wird. 

Ein Verfahren , welches man leicht auf Functionen u von 
mehr als zwey veränderlichen Grössen ausdehnen wird, 

III. Ist u = f (x + a) irgend eine Function von x + a in 
eine Reihe zu entwickeln , die nach den Potenzen von | fort-^ 
geht , so wird man haben 

f (x + a) = f (x) + q. a + q. a" + q, a' + 
und der Factor q« des allgemeinen Gliedes q. . a* wird seyn 



1.2. 3. . . f n. dx* 

) Ist z. B. u = log nat (x -f- a) , so findet man 

log (x + a) = log X + (A) _ X (!)• + ^ (i)» _ 
und durch dieses Verfahren kann man zugleich den Werth einer 
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Function ^ =- f (x) vor x fiir den Fall angeben , wo z in x + <^ 
übergeht 

IV. Ist überhaupt u eine Function von x -f- ^ 9 7 + ^ « 
z -f- c . • . • 9 so, findet man 

f (x + a,y + b, z + c . . = f(x, y, z) + ^^^H^^r^^) + 

bd. f ( x, y, ») , c d.f ( k, y, z) , 
d y d z 

von welcher Reihe das allgemeine oder fP* Glied ist 

a" b"' c*»" • • • ^ d" +•'+»*•• • (x,y,z. .) 



(1. 2. 3. . . n) (1. 2. 3. . n') (1. «. 3. . . n") ... * dx* . d y^ . d 2"^ \* • 
wo n -f- n' + n" + ... = N ist. 

V. Es sey nun die Gleichung ossz— y-|-iX9(y) gege- 
ben , wo 9 (y) eine Function von y bezeichnet. Sucht man aus 
dieser Gleichung irgend eine andere Function von y, die wir 
durch iff (y) bezeichnen , in eine Reihe aufzulösen , die nach den 
Potenzen von x fortgeht , so sey der Kürze wegen D f z oder ^'a 

"2 — J , und man erhält 

1. a dz 

« 

x' d' [(<p z)3 . D 4> z] . x4 d5 [((p z)4 . D tj* z] - 

+ 



1. 2. 3 d z* 1. 2. 3. 4 d z3 

Ist z. B. t — y + y" = o gegeben , und sucht man aus die- 
ser Gleichung den Werth von log nat y 9 so ist 

X = 1 

^ y = logy, -^ z =: logz,fz = Df zss i 

^y =y*,yz = z" also 

logy = logz+z*^* + 2 +i tl 1^ , 4. 

1.2 1.2.3 

VI. Setzt man • um noch mehr abzulcürzen « 

• ■ \ 

d.fa 

-X^ = D . f Ä 

da 
d* . f a * 

= D*. fa 



i.ada» 


d3 . f a 


1.2.3 da3 


d4 .f a 


1. 2. 3' 4 d ofi 



= D3.f 



a 



£=5 D^ • f « u. s. 



w. 
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so ist der vorhergdiende Ansdruck 

^ Cy) ^= f z + X ? X . D f z + f D . [(y z)' D f zj + 

f'D'- [(?x)*Df«]+ ... (I) 



Mit Hülfe dieses Satzes lassen sich eine grosse Anzahl ande- 
rer verwandter Aufgaben auflösen. Ist z. B. 

y = X 9 (a + x) gegeben, und daraus ^ (A + x) zu suchen , wo 
a und A von einander unabhängige Grössen sind , so. ist 

f (A + X) = t^ A +y C^a)- . D + A+f D [Cya)-' . D + A] + 
f D* [(9 a) -' D ^ A] + wo D a = D A = i gesetzt wird. 

Ist eben so x = (y — &) 9 y gegeben 9 und '^ (y) zu suchen , 



so ist 



f Cy) = + a+ X (9a) -" D + a + f D [(9 a) - • D + a] 
+ F D' [(9 a) -^ D f a] + . . wo D a = 1 ist. 

» 

Selbst noch mehr zusammengesetzte Ausdrücke lassen sich 
auf die gefundene Reihe I reduciren. Ist z. B. 

u,= F (z + X 9 u) 

wo F und 9 Functionen bezeichnen , und sucht man eine dritte 
Function von u , die ich durch ^ u ausdrücke , so sey . 

y = z -f- X 9 u, also u = F y oder 9 u = 9 F y und daher 

y — z = x9Fy oder o = z— y + X9Fy 

Vergleicht man den letzten Ausdruckt mit dem oben entwi- 
ckelten 

o=z— y-f-x9y 

' so ist sofort 

^(u)=f Fz + x(9Fz)D(fFz) + fD[(9FzyD(^Fz)]-^■ 
f ' D^ [(9 F z)3 D (^ F z)] + 

Durch andere Betrachtungen findet man aber für dieselbe 
Grösse noch den Ausdruck 

^(u)=f F .{z-f-x.9Fz+f D(9Fz)'+f D(9Fz)3+..} 

und beyde Ausdrücke von ^ (u) einander gleichgesetzt fuhren zu 
anderen interessanten Entwicklungen, zu denen hier nicht der 
Ort ist. Man wird sie und vieles andere ^vichtige finden in Arbo- 
gasts Galcul des d^rivations ) Strassburg i8oo. 



f 
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Wenden wir nun das vorhergehende auf die Gleichungen 
des §. 7 an. Zwey derselben sind 

m — u + € Sin u = o 
- — 1 + e Cos u = o 

Vergleicht man die erste derselben mit dem vorhergehenden 
allgemeinen Ausdruck 

z — y+X9(y) = o 
so hat man , wenn man Cos u sucht , 

2==m,y = u,x = «,9y=: Sin u, f y=Gos u, also die Glei- 
chung (A) des vorhergehenden §• 

^ ^ o* 1 »* d. Sin' m »' d*. Sin 4m 

Cosu = Cosm — cSm m — , «« ^ — 

1.2 dm I. 2* 3 * dm* 

also ist auch die zweyte unserer Gleichungen 



- = 1 — e Cos m + e* Sin' m + 



c' d . Sin 'm 



a r 1* a d m 

wo das allgemeine Glied der Reihe ist, 

c» d " - ' Sin» m 



1.2.5...^ — 1 dm »"• 

Aber man hat bekanntlich 

2° Cos" X = Cos n X + XV Cos (n — 2) x+ ^JiHi 

I. a 

Cos (n — 4) X + °*"— •'°— ^ Cos (n — 6) x + 

1.2.3 

woraus folgt , wenn n — 2 eine ungerade Zahl ist 



4- gB d' '.Cos'x _n«->Sinnx+- (n— 2) 

dx «-' * "1 



B ^ 



Sm(n — a)x+ tlZl (n— 4)"-*Sin(n — 4)x + 

das obere Zeichen , wenn n — 2 die Form 2(2p+i) + i 

untere n — 2 2 (2 p) + 1 

hat. Ist aber n <-— 2 eine gerade Zahl , so ist 



dx n — » 1 



das obere Zeichen wenn n — 2 die Form 2 (2 p) 

untere n — 2 2 (2 p -f- 1) hat. 



6o 

Nimmt man aI$o x =s: 90 v- m, so hat man, wenn man ir^ 
gend einen dieser vier Werthe z. B. den ersten nimmt 

ft^'.d'»-' Cos»x a».d«»-»Sin«m 

d X ■"•* dm ■-■ 

s== n ■-" Sin nCgo — m) + -(n — a)'^Sin(n — 2)(90— m)+ 



n.n — '1 
i.a 



(n-4)— ' Sin(n-4)C9o-™) + 



Da aber n — 2=2 (ap-^i)-f-i = 3, 7,11, i5 
das heisst, da n = 5, 9, iS) 17 . * . ist, so hat man 

Sin n (90 *- m) = Cos n m 

Sin (n — -2) (90 — m) = — Cos (n — 2) m 

Sin (n — 4) (90 — m) = Cos (n — 4) m • • • 

also das allgemeine Glied der Reihe 



• • «. 



t».d»-« Sin» 



m 



t» 



1. 2. 3. - > n — 1. d m • "" ' 1. 2. 3. . (q — i). a* 

[n — • Cos n m — f (n — 2) "* - • Cos (n — 2) m + 
1I.I1 — 1 



1.2 



(n — 4)— " Cos(n— 4)m~] 



so 



man z. B. für n = 3 hat 



— JL (3 Cos 3 m — 3 Cos m) 

und sofort für. die andern Werthe von n , so dass endlich der Aus- 
druck fdr den Radius Vcctor virird , 



1/2.2' 

^ (4* Cos 4 ni — ^ 4. S* Cos 2 m) 



-SSI— eCosm— > — (Cos2m— 1) — (3 Cos 3 m— 3 Cos m) 

1.2 • • "* 

•4 



1. 2. 3. 2^ 

(5* Cos 5m — 5.3' Cos3 m+ 10 Cosm*) 



1.2.3.4.24 
wovon das Gesetz des Fortganges deutlich ist. 

§. i3. 
Um v durch n oder u durch v auszudrücken , hat man nach §. 7 



tgf=tgf V^i 



+ t 



i — « 



• ■ 

Nund diese Gleichung gibt nach dem I. Cap« des ersten Buches sofort 



! _, I — b Sin V + ^ Sin2 V— ill Sin 3 V + 1 

f ^ 2 3 

^ = - + b Sin u + ^ Sin 2 u+ il Sin 3 u + 



6i 



wo b = 



I. Au$ diesem Werthe von b folgt 
e s= also auch 

} f SiD V b Sm V 



i + • Co« V . 2 Hh ^' -I- <2 b Cos y 

Man nehme an , dass der zweyte Theil dieser Gleichung in 
folgende Reihe entwickelt sey 

■ s= a Sin v •*— /5 Sin 2 v -f- y Sin 3- v — 

1 H- b* 4- 2 b Cus V 

Um u ß y , .zu bestimmen , hat man , wenn man diese 
Reihe durch i ■+ b"* -|- 2 b Cos v multiplicirt, und die Cot^ffi- 
cienten von Sin v^ Sin 2 v > Sin 3 v. . gleich ^ull setzt ^ 

a(l+b') = h(l+ß) 
ß(i+b) = h{» + y) 
y(i(+b) = b(ß + «).u. f. 

also a=btß = b*,y=b' ... und daher 

— ' '*"'' = 2b[SJnv — bSinav.+ b'SlnSv — b'Sm4Y+] 
I -I-» Co» V 

Aber die Gleichung 3 des §. y gibt 

Cos u = 2LL oder Sin u = IjL-.Z— oder endlich 

1 -I- e Cos T I + « Cos V 

e Sin T ih . Sin u 

X 4- * C<« V "^ I— b* 
daher ist 

Sin u =(i — . b") (Sin v — b Sin 2 v + b» Sin3 v— ) 

und dieser Ausdruck gibt Sin u durch v. "Verbindet man ihn mit 
dem vorher gefundenen Ausdruck , der u selbst durch v gab j so 
findet man nach der Gleichung m s= u — - < Sin u folgenden Aus-^ 
druck) der m durch v gibt, 

m = v — 2 € Sin V + 2 b (e — i b) Sin 2 v 

— 2 b* (« — I b; Sin 3 y 

+ 2 b* (€ — I b) Sin 4 V • • • • 



.\ 



'» 



^2 



4-2b— "(€— !lliIlL> b)Smn V 



§. 14. 

Aus der so eben gefundenen Reihe könnte man durch Rever- 
ftion eine andere ableiten, welche v durch m gibt. Da es aber 
dann schwerer seyn wird 9 das Gesetz des Fortgangs der Reihe zu 
entdecken, so wollen wir v durch maufeinem directenWege suchen. 

Wir hatten pben 



1 — s - -|- b Sin u + — Sin 2 u + — Sin 3 u + 

2 * 2 5 



d. h. 



V = u + 2 . ^ 



( 



b ^ Sin n u 



) 



... I 



WO das 'Summezeichen 2 ausdrückt, dass man in den Grössen 
L, nach und nach n s=: 1. 2. 3 4 . . , nehmen soll. • 



Die letzte Gleichung enthält die Grössen u und Sin n u, die 
wir also beyde durch m ausdrücken sollen. 

I. F ü r u. Ist in §. 1 1 f y = u , so findet man 

t' , o. , . I" d »-' . Sin •m 



u = m+ € Sin m + 



Aber es war 



1. 2 d m 



d . Sin'm. . +-2 



1. 2. 3. . n. dm» — 



^dm^°"'" = "~ ^ (n-+'Sinnin-f(n~2)"+'Sin(n-a)m+) 
also ist nach einer doppelten Integration 



d " 'Sin 



m 



1. 2. 3. . n 



dm ■- 



1. 2. 3. . n . 2' 



(n "-' Sinn m — ^(n — 2) "-* Sin (n — 2) m +) 

und so erhält man 

9 3 
ue=m-|-£Sinm-f- i-^Sin2m + !- - (5' Sin 3 m — 3Sinm) 



1.2. 2 



1. 2. 3. 2* 



+ 



t4 



[4' Sin 4 m — 4 . 2'-Sin 2 m] ... (A) . 



1.2.3*4.2' 
II« Für Sinn u. Ist in §. li ^ y = Sin n u, so ist 



r 
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1 Sinnns ^ Sin n m + ^ Sin n Cos n m + 



I« 



d [Sin* m Cos n m] . • • 



1. 2 dm 
und dieser Reihe allgemeines Glied ist 



I. 2. 3. . .n. dm» — ' 



. d 



nm. I 



[Sin* Ä Cos n m] 



Aber nach dem Vorhergehenden ist ' 

2^ Cos^ X Cos n m := Cos it x Cos n m + 

- . Cos('r — 2)xCos n m+ -1— ZLi Cos (t — 4)<Cosnm + 
1 1. s « 

Ist also X s= 90 -— m , so ist für «r SS 5y g, iS , 17 ... 

» 

* Cos »r X s= Sin t m 

Cos (t — a) X = — Sin (ir — 2) m u. f. 

und daher die vorhergehende Reifte 

2* Sin" mCosiSi rarsSinirmCosn m — t. Sin('r-»2) mCosnm 



IC. ir^i 

1.2 



Sin (* — 4) ni Cos n m — • 



oder wenn man die Producte auflost 
2 *"*■ ' Sin " m Cosnm ä Sin (t + n) m + Sin (*r — n) xn 

— - [Sin (« — 2 + n) m + Sin (ir — 2 — n) mj 

1 



1.2 



[Sin (ir — 4 + n) tti + Sin (♦ — * 4 — n) m] — 



Vergleicht man dann die 4^ 8, i2 , 16 .... (t-^ 1)*^ Diffe* 
rentialien dieses Ausdrucks ^ so findet man 
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— • 

i. 2. 3. . . IS . dm ^5- ' f[(ir + n) '^ " « Sin («r + n) m +' 

(ir— n)^-« Sin (t — n) m] 
— '^[('r— 2+n) "»Sin(jr— 2+n)m 

Sin (* — 2 — n) m] 



1. a.3... «- ft •f^ 



I.S 



Sin(^— 4+n)m + C^-4— n) ^-' 
Sm (« — 4 — J^) "^] 



Ä. Ä I. TT t 



4&— t 



1.2.5 K^-6+n)- 

Sin(*^6 + n)m+(ir— 6 — n)^-' 
Sin (ir — 6 — n) m) +] 

Setzt man also (lir t nach der Reihe die Zahlen o , i , 2 , 3 • . . 
und nimmt man zur Abkürzung 

A^ = ir Sin n m ^ 

A* = Sin (n + i) m — Sin (n — i) m 

A' = -i. r(n + 2) Sin (n + 2) ,m — 2 n Sin "m + 

(n — * 2) Sin (n — 2) m] 

A' = — i- [(n+3)*Sin(n+3)m--3(n+i)'Sm(n+Oin 
i. «.3 

+ 5 (n — i) 'Sin (n — i) m — (n — 5) 'Sin (n — 3) m] 
und allgemein ^ 

A"" = 1 [C'»^ + n)«-* Sin(ir + n)m— f (ir+n—2)^-' 

1. 2. 3* • • n I 

-Sin (or + n — 2)m+ !LZlZli(Tr+n — 4)«-' Sin(ar+n— 4)m 



1.2 



^. fr — 1.91 — 2 
1. 2. 3 



(^ + n — . 6) ^-' Sin (^ -f. n — 6) m +] 



so hat^inan fiir die Entwicklung von Sin nu, weni} « = * ist^ 
i Sin n u = A° «• + A* «' + A* «• + A' «' . . . . (B) 

mm 

III. Noch fehlt die Entwicklung von b*" in der Gleichung I. 
Dazu bemerke mait, dass von der Gleichung 



p SS . + X— • 2 

z 
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eine Wurzel ist x == i + V \ — ^ = -- 

b 

y^Q b die vorhergehende Bezeichnung hat. Vergleicht man diese 
Gleichung mit der des §. ii , und setzt i(> y = x ~", so ist, wenn 

wieder a =? ~ gesetzt wird • 

2 



it [i4.n«' + 



n . n +3 4 -^ n . n + 4 . n+S 



n . n-4- 5 • n+6 .11 + 7 ^ g 
X . 2 . 5*4 



1.2 1.2.3 

«'+] ..• (C) 



«•+ 



Siü n u 



ly. Nachdem wir so die allgemeinen Ausdrücke von u und 
und b" oder die Gleichungen (A) , (B) , (C) gefunden ha- 

ben , ist nur noch übrig , sie in der Gleichung I zu substituiren y 
wodurch man erhält 

I I . I -«• Z^" Sin n uN 
Xv=-U + 2(^ __^ 

oder wenn man die Substitutionen ausfuhrt , 

[n "7* Sin n m — . a(n— 2) »-'X 



% 2 1. 2. 3. . n 



Sin (n— .2).m+ °''~' (n — 4) '" ' Sin (n — 4) m — ] 

'«" A" + « '+' A' + « •+• (A» + A« n) + « "+' (A' + A' n) 

4.«"+* (^4 + A'n + A» . ° "+»'^ 

i.a y 

«- + «(A* + A»n + A' . "■"■^* 



+ « 



■ + « ( A« + A* n + A* tili} . » »• "+4- »+5 



+ a- + 7(A'+A«n + A'. 



1.2 

3 n . D+ 3 



1.2 

+ A 



+A'- 



1.2.3 

, n. n-|-4 • «+ö 



1.2 1.2.3 



) 



+ «''+''(A'' + A«n+ A« 

, n . Q+4 . n + 3 



n .n+3 

1.2 



1.2. 3 , 1.2.3.4 J \ 

w 

wo n nach der Reihe gleich i. 2. 3. 4* » • gesetzt werden soll. 

Durch diesen Ausdruck wird man nun ohne Mühe den Fac-' 
tor irgend einer Potenz von »z=s ^ entwickeln. Um diess durch 

• 2 



II. 



/ 



£ 



€6 

ein Bespiel deutlich zu machen , wollen wir die Factoren der 
fünf ersten Potenten such«n. Bezeichnet man der grössern Deut«- 

i » 3 

lichkeit wegen dnrch A° A"* A° . • die Werthe von A° für die be- 
sondem Fälle v8n n = i,n = 2^n = 3... und so mit den an- 
dern , so bat man aus dem oben gegebenen allgemeinen Ausdruck 
von A^ ) 

' Ä"" = Sin m 
A' Ä Sin 2 m 

X' = ^ (3 Sin 3 m — Sin m) 
A* =: f (8 Sin 4 m — 4 Sin 2 m) 
X^ = ^ (5' Sin 5 m — 3^ Sin 5 m + 2 Sin m) 

A*" fi= ^ Sin 2 m 

3 

; A' = Sin 3 m-*- Sin m 

a 

A* =s 2 (Sin 4'm — Sin 2 m) 

A^ = ^ (25 Sin 5 m — » 27 Sin 3 m -f- 4 Sin m) 

X** = I Sin 3 m 

A' = Sin 4 in -^ Sin 2 m 

X* SS f (5 Sin 5 m — 6 Sin 3 m + Sin m) 

A^ = iSin4ni 

4 * 

A' = Sin 5 m — Sin 3 tß 

6 _ 

A"* = -J- Sin 5 m 

Mit diesen Werthen erhält man aus dem letzten Ausdruck von ~ 
fürn;=i 

a Sin m + a A* = 2 M Sin m 
für I) ==.2 

a Sin 2 m + a' (A* + A°) == f «* Sin 2 m 

fiir n s= 5 t 

ü! (3 Sin 3 m — Sin m) + «' ^A" + Ä« + 1* + A ^ = 

' 4«' (^ Sin 3 m — Sin m} 
für n = 4 . 
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l!:l(2Sin4in — Sin2m)+Ä* ^J^^ + A* + A" + A' + A') = 

i {W^ Sin 4 m — ^ Sin 2 m) 
id für a = 5 



un 

.5 



fL- (5' Sin 5 m — 3* Sin 3 m -|- 2 Sin m) + 

a^ (a* + ül' + A" + 3 A° + A^ + 2 ^* + Ä^ + i!^* + 2 A') 

Ä «* (i Sin m — Y Sin 3 m + i?21 Sin 5 ra) 

■ " * 3.4-5 

also ist auch 

va=in + 2eSmm+ ^ . e' Sin 2 m + 

(^ Sin 3 m—- Sin m) 

i^ /'io3 



j. wL„ ^il- Sin im — 11 Sin 2 m) + 



.« 



l^/i:^ Sin 5 m - 4i Sin 3 m + f ^in m'N 

«^V2.3.5 ' • * y 

Weiter fortgesetzt findet man diese Reihe inDelamhers neue- 
sten Sonnentafeln, in dier Monatl. Gorresp. Vol. XI. Im Berl. 
Jahrbuch für i82o und 1821. Yecgl. Berl. Jahrb>. i8i3. p. 194. 

Ist tn =< ti& 32' 27"! und e = o. oÖSoög, so ist 

V = m + 23i2i/'o Sin m + Sog/'B Sin 2 m+ 39." 3 Sin 3 in + 
2." 2 Sin 4 m + o." 1 Sin 5 m = 146'* 32' 27"! + i2747"6 — 
744."8 + 38"7 — i"6 = 149» 53' 7V 

Wollte man mit den altem Astronomen die Anomalien m u v ^ 
nicht vom Periheiium , sondern vom Aphelium rechnen , so darf 
man in den vorhergehenden Ausdrücken nur die Grösse e nega- 
tiv setzen. 

§. i5. 

Für den Punct der Bahn , wo die Differenz der wahren und 
mittlem Anomalie ein Grösstes ist, d. h. für den Ort der gross« 
tej3 Mittelpunctsgleichung hat man d (v — m) = o oder 1 

d V = d m. Es ist aber §. 7 s — Cos 9 , wenn € s:= Sin f » 

r' r 

oder es ist — = Cos 9. Substituirt man diesen Werth von — in 

der Gleichung 

£ 2 



N 



68 

1 = 1 — e Cos u 9 so ist Cos u s= ' '^ V •* y 

a t 

1 

Aber die Gleichung (8) des §. 7 gibt 

Sin ^ Sin u 
T — u = 2 Are Sin * 

yi Cos 9 ^ 

das heissty nach der Gleichung m 1= u — t Sin ü 

-/Sin X Sin .u\ 

V — m =2 Are Sin l ) + € Sin.u 

und diess ist der Ausdruck der grössten Gleicbung des Mittel- 
punctes ) wenn man darin den Werth von u aus Cos u = 

£ substituirt. 

2 

<• 

Man könnte aus der letzten Gleichung die grösste Mittel- 
punctsgleichung v — m = f in einer Reihe ent%vickeln , die nach 
den Potenzen von € fortgehe* Aber man erhält diese Reih^ beque« 
mer auf folgende Art'. Es war'§. 7 -^ • *- - 

j Ä* ^ , « j_ , (2 + « Cos v) c" J 

d V 5= — . .C* — f )a dm+i_- ^ Sm v . d 9 

r* Cos 9 

Da iiber d V =s d m, so ist t . - 

' SS V 1 — «'• • Aber £ -= . ^ "" ' . \ also auch (i— ^ <")• t= 
a ' a * -I- « Cos V 

(1 + • Cos v)' 
und daher die erste Gleichung • 

dv — dm = de Sin v / — \ 1 i — jlI 

\i-s« ^ (1— 01 

Aber es ist 

und 

; Sin V« \^ 1 - Cos- V =i-^*'-;s;iö«*-55i6 ••'- 

und überdiess 

(,. — e') - • = 1 + ,' + ,4 + »6 + 



«^ 



Daher hat man 

Sinv .di,r-J [.—i«,-]- fi- At'--"!.,4— ^ , 

K-i*^(i— «y-J V 3« 2048 J 



\ 4 32 128 J 
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Das Product dieser beyden Reihen' ist 

16 1024 

■ 

Multiplicirt man also den letzten Ausdruck durch d f , und 
integrirt , so ist die gseauchte grösste Gleichung des Mittelpunctes 

f = 2,+ ">^ + Jg9 >^+ ^7>'9 ,7+ ^ ^32363 ^9 , 
48 S120 229376 37748736 

tind wenn man diese Keihe umkehrt , so ist 

2f=:f— II ^_ ^5,8? ^_ 40583 ^ _ J, S7. 

3. 27 3. ö. 2*^ - 5. 7. 9. 2" 

welche beyden letzten Reihen f durch » , und » durch f geben. 

M. s. Gauss Theoria mot. corp. coel. und Berl. Jahrb. 1790 
p« 236 üild 1804. p. 218 und i8o5. p, 147* 

§. 16. 

Aus allem vorhergehenden sieht man also ^ wie man (lir jede 
Zeit die wahre Anomalie v und den Radius Vector r der Plane- 
ten oder Kometen finden könne. Addirt man dann zu v die Länge 
p des Periheliums , so erhält man (§. 5) die wahre Länge 1 des 
Planeten in der Bahn ; oder addirt man zu v die Elongation x des 
Periheliums vom Knoten , so erhält man das Argument 1/ der 
Breite, so dass 1/ = v+ ir oder auch «/ = v + p — k ist , wenn 
k die Länge des aufsteigenden Knotens bezeichnet. 

Aus der Grösse \i und der Neigung n der Bahn gegen die 
Ebene der Ekliptik findet man dann leicht die auf die Ekliptik 
reducirte wahre Länge X und die aus dem Mittelpuncte der Sonne 
gesehene Breite b des Planeten durch folgende Ausdrücke 

tg (1' — k) = Cos n tg II 1 
tg b = tg n Sin (1'— k) oder! 
Sin b = Sin n Sin </ > (A) 

,. Cos(l'-k) J 

woraus ntnan noch folgende ableiten kann 

Sin (tf — r + k) = 2 Sin' i n Sin ü Cos (1'— k) 
tg i n Sin b Cos (1' — k) = tg f tg b Cos i/ 
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Sin (i; + r — k) = 2 Cos' | n Sin i; Co» (l' — k) = 
Cotg i n Sin b Cos (l' — k) =f= Cotg 7 tg b Cos 



t 



wo 1; + r + k = p die Reduction auf die Ekliptik ist, das obere 
Zeichen , wenn n kleiner als go"* ist. 

Diese Reduction lässt sich auch aus der ersten der vorherge* 
hetiden Gleichungen 

tg (r - k) = Cos n tg 1/ 

nach deml. Cap. des I. Buches in einer Reihe geben ; es ist nämlich 

1; — (1' — k) = h Sin 2 1; — i h' Sin 4 « + i h' Sin 6 1; — und 

I, — (1' _ k) = h Sin 2 (1' — k)'+-^ h' Sin 4 (1' — t) + 

-i-h^SinG (1'— .k) + 

wo h = tg» f ist, y 

ist z.B. ii= 1270 5' 55" 
k = 112*» i'3o" 

n = 2** 29' 47" so findet man p = ^"2 also 1* = 259** & 59"2 

und b = + 1** 59' 27"2. nördlich. 

§. 17. 

Zum Schlüsse dieses Gegenstandes wollen wir noch die Zeit- 
gleichung entwickeln , welche wir im ersten Buche bloss an- 
zeigen konnten. Nach dem dort gesagten ist die Zeitgleichung der 
Unterschied der wahren und mittlem Zeit, oder der Unterschied 
der Rectascensionen der wahren und der zweyten mittlem Sonne y 
in Theilen der mittlem Zeit ausgedrückt. 

Sej L , 1 , a nach der Ordnung die lAittlere Länge', die wahre 

Länge und die wahre Reetascension der Sonne; p die Reduction 

der wahren Sonnenlänge auf den Äquator , oder die Differenz der 

wahren Länge und der wahren Reetascension der Sonne, endlich 

p die Länge, des Periheliums der Erde 9 alle diese Längen vom 

mittlem Frühlingspuncte genommen. Für den wahren , von der 

Nutatioii afficirten Frühlingspunct wollen wir diese Grössen mit 

einem Striche bezeichnen. 

<' 
Diess vorausgesetzt 9 hat man 

a ==: 1 + p — fiB Cotg e Sin <fl i 

wo e die Schiefe der Ekliptik, und SX i die Länge des aufstei- 
genden Knotens der Mondesbahn ist. Reducirt man die Grösse 
7. lÖ Cotg e Sin i| <J 9 welche fiir die Ebene des Äquators gilt^ 
auf die Ekliptik 9 so hat man für diese reducirte Grösse 

7"i8 Sin Q c 
Sia. e 



.isoi,tL'=i-a-i')--^' "'"^ ' 

Sia e 
und die Zeitgleichung ist 

d t = ^ (<<' ^ L') «a« 

d t = iV Ca -I-) +P + 7 • »8 Sin^ d C-i LV 

V^m e tg ey J 
Setzt man also e s 23° 28' so ist 

dt = ^(l-L + p) + o"o99Sina « •••(!) 

und zu diesem Ausdrucke muss man noch die Störungen addi-> 
ren, welche die Erde in ihrer Länge von den Planeten leidet. 
Wir wollen die Summe dieser Störungen , auf Zeit gebracht t durch 
Ys P bezeichnen. 

Ist aber s das Verh'ältniss der Excentridt'ät zur halben gtos« 
^en Axe der Erdbahn und X = ^ so ist nach §. i3 

r— L = 2 s Sin (1 — p) 

- 2 X (f — i X) Sin ? (l — p) 
+ 2X'(f-fx)Sin3(l-p) 

— 2X'(r— f x)Sin4(l— p) 

Weiter ist , wenn h die Tangente der halben Schiefe der 
Ekliptik bezeichnet , nach §.16 

p = — h' Sin 2 1 + ilSin4 1 — Ü Sin 6 1 

also wird die Gleichung I 

dt = ü Sin(l — p) Ü Sin 2 1+0.099 Sin <R(r+^P 

i5 lö 

— i^(.— ix)Sm2(l— p) — - Sm41 

i5 3o 

+£i!(.— f x)Sin5(l-ip) — - SinSI 

i5 49 ' . 

iiir 1800.00 sey « === o. 016701 

p = 279« 20^33" 

e =s 23 27 DJ also log x = 7. 9240772 
so ist 

dt == 46i.'*786SIn(l— p) — SgS. i46Sin2l 

+ o. 099 Sin ^ J + ^ P 

— • 2. 907 Sin 2 (1— p) + i2. 793 £in 4 1 
+ o. 02a Sin 3(1 — p)— 0.368 Sin 61 
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und was die Grösse 1 betrifft , so findet man sie aus der bekann- 
ten Grösse L durch die Gleichung §. i4 ; ' 

1 Ä L + 6926"54 Sin (L — p) 
+ 72. 68 Sin 2 (L — p) 
-|-^i. 06 Sin 3 (L — p) 

4" o- o2 Sin 4 (L — p) 

« 

Man bemerkt von selbst , dass man mittels der letzten Reihe 
auch den gegebenen Werth von d t durch blosse Functionen von 
L ausdi-ücken kann. Nimmt man mit Piazzi an 

fiir 1800. 00 für igoo. 00 

e = 23° 27' 56"7 c = 20 27 4. 6 

]p =7: 279 29 o. o p = 2bi 12 36. o 

2 F _ !l = 10 55' 26"67 2 • — il = i' 55' 7^84 

4 4 

so findet man fiir 1800 

d t = 79." 36 Sin L + 435 . 8 Cos L 
— 597. 08 Sin 2 li + 1 .6 . Cos i L 

— 3. 42 Sin3 L — 18 . 8 Cos 3 L 
-|- i3. 25 Sin 4L — 0.2 Cos 4 ^ 
+ o. i5 Sin 5 L + o • 9 Cos 5 L 

— . o. 40 Sin 6 L + o . 1 Sin X^ (J 

— o . 1 Sin (a L + ^ ^) 
für 1900 + T5 P • 

d t = 95"4 Sin L + 482 . 3 Cos L 

•— 596 . 2 Sin 2 L -f- 1.8 Cos 2 L 

— 4. oSin3|L — 18. 6Cos3L 
+ i3. 2 Sin 4L — 0.2 Cos 4 L 

— o. 2 Sin 5 L -f- o . 9 Cos 5 L 

— o. 4 Sin 6 L 4" P • * Sin S\ i 

. — o . I Sin (2 L + ^ J ) 

+ itP 

Die Bestimmung dieset* Störungen, deren Summe wir hier 
durch P bezeichnet haben , gehört der höheren Mechanik oder der 
physischen Astronomie an , welche der Gegenstand des dritten Bu- 
ches seyn wird. Wenn die Planeten bloss der Wirkung der Sonne 
gehorchten, so würden sie um den Mittelpunct der Sonne, als 
Brennpunct, rein elliptische Bahnen beschreiben ; da sie aber auch 
einer auf den andern und auf die Sonne selbst zurückwirken , so 
entstehen daraus in ihren elliptischen Bewegungen Störungen, 
Perturbationen , welche auch durch die Beobachtungen deutlich 
angezeigt werden , und die man zu bestimmen wissen muss , wenn 
man genaue '^afeln der. Bewegungen der Planeten entwerfen will, 
eine Aufgabe, die die Krade unserer Analysis übersteigen würde, 
wenn nicht glücklicher Weise die geringe Masse aller Planeten 



gegen jene det* Sonne, ihre geiring;en Neigungen und ihre gegen 
die Einheit nur wenig beträchtlichen Excentricitäten Mittel darbö- 
ten , jene Schwierigkeiten zu besiegen , und jenes schwere Pro- 
blem wenigstens annähernd aufzulösen. Dieser Störungen gibt es 
zwey verschiedene Gattungen. Die ersten ändern die Elemente 
der Bahnen selbst, und da diese Störungen äusserst langsam vor 
sich gehen, und erst n ach mehrern Jahrhunderten periodisch wie- 
derkehren , so hat man sie säculäre Störungen genannt. Die zwey- 4 
ten aber hängen von den gegenseitigen Stellungen der Planeten '^ 
sowohl unter sich , als auch in Beziehung auf ihre Knoten und 
Perihelieit ab, und da diese Stellungen im Allgemeinen nach kur- 
zen Perioden wiederkehren , so hat man ihre Wirkurtgen vorzugs- 
weise periodische Störungen genannt. — Unter allen Ele- 
menten der elliptischen Bahnen d^r Planeten ist allein die grosse 
Axe derselben ) also aucli die mittlere Bewegung der Planeten, 
unveränderlich, während alle übrigen., Exccntricität , Neigung, 
Länge der Perihelien und der Knoten beständigen Änderungen 
unterworfen sind. Für die Erdbahn z. B* ist jetzt die jährliche Ände- 
rung der Länge des Periheliums 

+ n." ö 

und die jährliche Abnahme der Neigung ihrer Bahn gegen den 
Äquator . 

o.*'52, 

woraus man mit Hülfe der Analysis zeigen kann , dass das Peri- 
gäum der Sonne mit dem Frühlingsnachtgleichenpunct gegen das 
Jahr 4090 vor Ch. G. zusammen fiel , eine Epoche , in welche 
die meisten unserer Chronologen die Schöpfung der Erde se- 
.tzen. — Die periodischen Störungen werden sich am bequemsten 
durch die Sinus und Cosinus der Winkel , von welchen sie ab- 
hängen , darstellen lassen , weil diese trigonometrischen Functio- 
nen ebenfalls nach jedem ganzen Umkreise , um welche ihre Win- 
kel vermehrt vi^erden , periodisch wieder kommen. Für die Bewe- 
gung der Erde sind die vorzüglichsten dieser periodischen Störun- 
gen folgende , in welchen 

<i und 

die geocentrische Länge des Monds und der Sonne, und* 

T » ö 9 o • • • 

die heliocentrische Länge 'der j^ Venus , der Erde, des Mars ..* 
bezeichnet. ^ x 

Um nähml^ich die wahre Länge der Sonne (Länge der Erde 
-{- 180") zu erhalten, addirt man zur mittlem Länge derselben 
für die gegebene Epoche die elliptische Gleichung derBahn v— m 
§. 14 ) und überdiess die Störungen der Länge 
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7."5 Sin ( (T — e) 

5.7SinCi^ - i)-6.4Sm(a ? —2 i)+a.9Cos(a? -3 J) 
+ i.9Co«(3 ? — 4 *) 

— «. 5 Sin (a i — a «f) + 1. ^ Sin (a <f — J) 
+ 1. 5 Cos (a <f — J) 

— 7. 1 Sin (i — H.) + a. 7 Sin (a i — a 4) — 2. 5 Sin 2J. 

und um ihre wahre Entfernung von der Erde zu erhalten , ad- 
dirt man zu der elliptischen Entfernung - §. 12 die Stösungen 

o. 000037. Cos ( d — 0) 

— o. 000006 Cos (¥ — *) + o. 000018 Cos (2 ? — 2 4 ) 
+ o. oooooS Cos (S f --5 ^ ) 

+ o. 000016 Cos ( J — tj) — o. 00000g Cos (2 J — 2 2|.) 
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ZWEYTES KAPITEL. 

4 I I 

Heliocentrischer und geocentrischer Ort der Pia« 

neten uad Kometen. 



§. 1. 

W ir haben im Vorhergehenden gesehen , wie man für jede ge- 
gebene Zeit die wahre, aus dem Mittelpuncte der Sonne gesehene 
Liänge und Breite, unrf die Entfernung des Planeten von diesem 
Mittelpuncte der Sonne finden könne. Es ist nun noch die Frage 
,2u beantworten übrig, wie man aus der Lage des Planeten gegen 
die Sonne die Lage desselben gegen die Erde , und umgekehrt , 
ableiten könne ; eine Untersuchung , die für uns desto wichtiger ' 
ist, da I wir jene Himmelskörper nur von deni Standpuncte der 
Erde aus sehen , und da die eigene Bewegung der Erde sehr be- 
trächtliche, wenn auch nur scheinbare Störungen in den Bewe- 
gungen der Planeten verursacht , welche völlig verschwinden , 
wenn man die aus dem Mittelpuncte der Erde beobachteten öder 
die geocentrischen Orte des Planeten auf die aus dem Mittel- 
punct der Sonne gesehenen , oder auf die heliocentrischen Orte 
desselben bringt. 

Es sey im Folgenden 

a 5 und X ß die geocentrische Rectascension , Declination und 
die geocentrische Länge und Breite des Planeten. 

p die Entfernung des Planeten von der Erde und p'=^ Cosß, 
die Projection von p auf die Ebene der Ekliptik. 

Sey eben so 1 b r die heliocentrische Länge , die heliocciftri- 
sche Breite des Planeten und dessen Entfernung von der Sonne ^ 
und r' = r Cos b 

Endlich L B R die heliocentrische Länge , die heliocentri- 
sche Breite der Erde und deren Entfernung von der Soiine , \\mA 
R'= R Cos B. 

Überdiess bezeichne k die Länge des aufsteigenden Kno- 
tens der Bahn des Planeten in der Ekliptik , n die Ileigung die- 
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ser Bahn gegen die Ekliptik ; t> die heliocentriscKe Länge des 
Planeten in seiner Bahn , und u = ti — k das Argument der 
Breite des Planeten; y der Winkel der Gommutation, oder 
der Winkel der Linie r'R' an der Sonne; i; die Elongation>* 
oder der Winkel der p'R' an der Erde, und t die jährliche 
Parallaxe, oder der Winkel der r p'an dem Planeten* 

§.2. ^ 

» 

Der heliocentrische Ort des Planeten sey gegeben , so wie der 
heliocentriscbe Ort der Erde, man suche die geocentrische Rect- 
ascension und Declination des Planeten. 

Wird die Lage der Erde gegen die Sonne durch die drey 
rechtwitikligten Goordinaten X' Y' 11 bestimmt , wo X' in det 
Linie der Nachtgleichen und X' Y' in der Ebene der Ekliptik 
Jiegt , so hat man 

X' = R Cos B Cos L 
Y' = R Cos B Sin L 
Z' = R Sin B 

Sind aber X Y Z die analogen Coordinaten der Erde , und 
X Y in der Ebene des Aequators , so hat man , wenn e die Schiefe 
der Ekliptik bezeichnet 

X = X' 

Y=r Cos f— Z' Sin e 
Z = Z' Cos e + Y' Sin e 

also ist 

X = R Cos B Cos L 

Y = R Cos B Sin L Cos e — R Sin B Sin e 
Z = R Cos B Sin L Sin e + R Sin B Cos e 

woßir man, da B immer sehr klein ist, in den meisten Fällen 
sets^en kaim 

X = R Cos L 

Y = R Sin L Cos e 
Z == R Sin L Sin e 

und diese Coordinaten X Y Z geboren eigentlich fiir den Punkt 
der Oberfläche der Erd6 , aus welchen der Beobachter die Länge 
,der Sonne S = L— iSo** gesehen hat. Sind daher | v 2 die ana- 
logen Coordinaten , welche den Ort des Beobachters auf der Ober- 
fläche der Erde gegen den Mittelpunct derselben bestimmen , und 
bezeichnet man durch 9 die geocentrische Polhöhe des Beobach- 
ters , durch M die gerade Aufsteigung des Zeniths , und endlich 
durcl^ p die Entferriung des Beobachters vom Mittelpuncte der 
Erde^ so ist 



^ 
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I ==r p Cos <p Cös M . 

i; = p Cos 9 5in M 
^ = p Sin f 

^und um die Lage des Mittelpuncts der Erde gegen die Sonne 
durch die drey Goordinaten X Y Z zu bestimmen; wird man den 
vorhergehenden Werlhen von X Y Z noch diese Werthe von ^vS 
hinzufugen , d. h. man wird haben 

X = R (Cos B Cos L) + p Cos 9 Cos M 

Y = R (Cos B Sin L Cos e — Sin B Sin e) + p Cos 9 Sin M 

Z = R (Cos B Sin L Sin e + Sin B Cos e) + p Sin 9 

I. Im Vorhergehenden haben wir die Werthe der Coordinaten 
XYZ der Erde gegen die Sonne in Beziehung auf den ^equator 
gefunden. Hätte man nun auch die ähnlichen Coordinaten x y z , 
welche die Lage des Planeten gegen die Sonne ebenfalls in Be- 
ziehung auf den Aequator bestimmen , so* würde man daraus so- 
fort die gesuchten Grössen a 6 und p durch folgende Gleichun- 
gen finden 

X — X = p Cos 6 Cos a 

y — Y = p Cos ö Sin a» 

z — Z = p Sin ö \ _ 

II. Um die Grössen xyz zu fihden, gibt es mehrere Wege. 
Es werde Anfangs die^ Lage des Piarieten gegen die Sonne . durch 
die drey Coordinaten x" y" z" bestimmt, wovon x" in der Linie 
der Knoten, undrx" j" in der Ekliptik liegen, so ist offenbar 

■ x" =>Cosu ■ ■ ' '•■'.' 

y"= r Siöu Cos n 
z' = r Sin u Sin n 

oder auch , wenn 1 und b gegeben ist 

x" = rCosb Cos^(l — k) . • 

y" = r Cos b Sin (I — k) = r Sin b Cotg n 
z" ?= r Sin b 

Gehen aber diese Coordinaten in andere x' y' t' über , wovon 
x'in der Linie. der Nachtgleichen , und x' y' in der Ekliptick lie- 
gen , so ist 

X' = x" Cos k — y" Sin k 

y =x''Sin k + y"Cosk 

z' = z" 

und wenn man endlich diese Coordinaten mit den ersten x y ■ 
vergleicht , wovon x in der Linie der Nachtgleichen , und x y im 
Aequator liegen , so hat man 

• x = x' 

y =s y' Cos e — z' Sin e 
a ac y' Sin e + *' Cos ^ 
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Nimmt man alles Vorhergehende zusammen > so erhält man 
fiir die Coordinate x y z die Ausdrücke 

X = r (Cos u Cos k — Sin u Sin k Cos ni) 

y 5= r (Cos u Sin k Cos e + Sin u Cos k Cos n Cos e •— . , * 
Sin u Sin n Sin e) 

z = r (Cos u Sin k Sin e -\- Sin u Cos k Cos n Sin e + 
Sin u Sin n Cos e) 

Um aber diese Ausdrücke zur Rechnung bequemer zu mia- 
chen , sey 

A Cotg k «. Qos k j* . tg n 

tg A = — . — 2 — j Sm a = ij. und tg ^ = —2 — , 

Cos n Sin a . Cos k 

^ Tfc Siük Cos e SiD ü> -,. 1 Cos e Sin k 

tg Jd = J. Smb = — — _ 

SmiiCos(^-)-e) 5iu B 

• ■■ 

^ Sink Sin e Siu 4> o» Sine Sink 

- tg C =s= I Smc= I. 

Sin n am ((f 4> e) Sin C 

80 erhält man die sehr einfachen Ausdrücke 

X 5= r Sin a Sin (A + u) 
y =r Sin b Sin (B-j-u) 
z =r Sin c Sin (C + u) 

und man wird sich leicht überzeugen, dass a b c resp. die Nei- 
gungen der Ebene der Bahn des Planeten gegen die coordinirte 
Ebene ^r yz, xz und xy, und dass ABC die Winkel sind, wel- 
che die JK^notcnlinie der Bahn in der Ekliptifek ,mit den Knoten- 
linien der Bahn in denselben *coordinirten Ebenen yz^ xz und xy 
bildet, wo xy Jie Ebene des Aequators; xz die des Kolurs der 
Nachtgleichen und yz die des Kolurs der Solstitien ist. 

III. Wollte man ähnliche Ausdrücke auch für die Coordina- 
ten der Erde haben , so wäre 

X = RSina' Sin(A+U) 
Y = RSmb' Sin (B'-t- U) 
Z =R Sine' Sin (C'+U) 

und man hätte 

A' = a' =: QO 

B'=C' = o 
b' = qo — e 
c' = e 



also auch 



X = R Cös U 

Y = R Cos e Sin U 

Z SS R Sin e Sm U 
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ly. Zwischen den Grossen A.a. • haben mehrere merkwfir«* 
dige Relationen Statt y von denen die vorzüglichsten sind : 

Sin (A — B) Sin a Sin b = Cos c 
Sin (B — C) Sin b Sin c = Cos a 
Sin (C — A) Sin a Sin c = Cos b 

Sin'a Sin (A — B)Sin (A-.-C) = Cos(B — C) 
Sin=*b Sin (B— C) Sin (B — A) = Cos (A—C) 
Sin'c Sin (C — A) Sin (C — B) = Cos (A — B> 

Cotg (A — B) Cotg (C — A) = Cos 'a 
Cotg (B — C) Cotg (A — B) = Cos 'b 
Cotg (C — A) Cotg (B— C) = Cos 'c 

Cos CA— B) + Cotg a Cotg b = o 

Cos (B — C) + Cotg b Cotg c = o 

• Cos (C — A)4- Cotg c Cotg a = o 

X 

von dorea Richtigkeit man sich leicht überzeugen wird, wenn 
man bemerkt, dass die in der E^inleitung zum zwey^en Theile ge* 
wählten Zeiqhen a" a' a , g" g' g ; a A' B und S hier in derselben 
Ordnung a b c^ABG, e nk und Null sind. M.s. 

monatL Corresp. i8o4. May. BerL Jahrb. ^8i3. p. 104 und i8i8 
p. 267. 

V. Die Grössen A, a. . sind säculären Veränderungen unter- 
worfen , weil die Grössen n k e , von welchen sie abhängen , ähn- 
liche Änderungen leiden. Da aber diese Änderungen nur gering 
sind , und mit der Zeit nahe gleichförmig fortgehen 9 so ist es am 
bequemsten die mittlem 'Werthe von k n e ftir einige nicht sehr 
entfernte Jahre zu wählen, und daraus fiir dieselben Epochen die 
Werthe der A, !a.. in Tafeln zu bringen. Man erhält so eben* 
falls die mittlem Werthe von Aa. . und also auf die mittlem Rect-* 
ascensionen und Declinationen , ä b^ welche man dann durch 
die bekannten Correctionen der Nutation etc. leicht auf die wab-» 
ren a und 5 bringen Vvird. 

Um das Vorhergehende, durch ein Bey spiel deutlich zu ma-* 
eben, ist fut Merkur im Anfange des Jahres lÖoo, 

k = 45« 56' 48" jährl. tropische Ändemng + 43", 3o 

n = 7 o 8.9 '+ o". 0178 

e == 25 27 67.0 . — o'^öa 

Daher ist für den Anfang des Jahres 

1800 1810 1820 

A = i35- 43'56".2 ... iSö' 5i' 9^2 ... i35° 58' 22^4 

B = 48 26 19.3 ... 48 33 47.4 ••• 48 4« i5.5 

G ;== 36 So 28.5 ... 36 36 18.9 ... 36 42 9. & 



\ . 
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log Sin a = 9.9983267 ... 9.9983197 ... 99^i2Q 
log Sin h ss: 9.940^091 . . . 9wd45o59i . . . 9.0451093 
log Sm c = 9.6021782 ... 9.68203Ö8 ... 9.6010994 

Man suche also z. B. für 1808 den 8. October 11^ 4^' 41" 
mittlerer Zeit Paris die wahre geocentrische Rectascension und 
Declination Merkurs. Für diese Zeit ist aus den Tafeln 

Arg. d. Breite u = 212* i3' 2i)"9 
log Rad Vec: = log r = 9.6(687470 

k = iG^ y 7"7 
n = 7 o 9.1. 
e =: 23 27 02.4 

Für dieselbe Zeit ist noch 

Länge der Erde L = i5° 69' 35"9 

log R = 9.9990770, also ist 

A = iSS«» 5o' i6"i log Sin a == 9.9983206 

B = 48 ' 32 Ö2.4 log Sin b =s 9.9450Ö29 

G =: 56 35 3Ö.9 I log Sin c = 9.6820Ö59 

Man hat also 

X = 0.9692630 X = — 0.0961018 

Y = 0.2622046 y =s= — 0.4066417 

Z =1; 0.1094761 z = — 0.209132$ 

und daraus folgt. 

mit: geocentrischer Rectascension $ a == 3ii" 56' i3"2 
mit: Declination ....... ä c= — 14** 22' i2"i 

p = 1.2Ö37618 

■ 

Die vorhergehende Methode ist besonders dann sehr an- 
wendbar 9 wenn man mehrere geocentrische Orte auf einmahl zu 
suchen hat, wie diess bey der Verfei:tigung der Ephemeriden der 
Fall ist, wo die Werthe von A, a . . durch ganze Monathe die- 
selben bleiben , da man die Endresultate a ö nur in Mi- 
nuten fordert. Man kann selbst die Berechnung der wahren Ano- 
malie und des Radius Vectors, und dadurch bey diesen oft zu 
wiederhohlen den Entwiklungen viel Zeit und Mühe ersparen. 

Zu diesem Zwecke wollen wir durch f die halbe grosse Axe 
der Bahn , und durch v, r^ fe die wahre Anomalie, den Radius 
Vector und die Excentricit'ät bezeichnen, so ist| wenn e die ex- 
centrische Anomalie heisst, 

r Sin V = f (1 — O^ ^^^ ß 
rCosv s= f (Cos e — €) 



8i 

Ist ferner h die iSIongation des Perihelitnns. vom aufsteigen- 
den Knoten, so ißt. das .Argument, der Breite u- = h -f- v, und 
man hat, wenn x, a, A. . die Bezeichnung des vorhergehenden $* 
haben, ^ . 

> X = r Sin a Sin (A -^-li + v) 
y = r Sin b Sini (b + h-|-v) 
z ac= r Sin c Sini(C + h + v) 

Aus den ersten dieser Gleichungen erhält man nach einigen 
Reductionen 

X = f Sin a Sin (A +h} [Cos e — e + (i — Ot'Si'n e Cotg (A+h) ] 
Ist daher Cotg . M =p, y » — <* • Cotg (^ +'h) 

c Sin ä Sin <A-^l!> . ^ . .- , 

m =:i I . I . 

• Sin^M 

li = — mcSiÄM 

■ . . . . ^ • i ■ 

so ist X s^ m Sin(M + e)-|-:./A 
und eben .«o 
y s= n Sin (N -f^e) +v 

z =s p Sin (P^*-- e) + ^ I' ' • ^ ' ^^Vf 

Vorausgesetzt) dass man hat / ^ ' • \ 

p_tg(C-hh) : Sinc.^in(CHhh) . 

« ~~== p=:f -^^^ , ir = — peSinP 

und die^ j^gsdrü<Jce fetzen wedisr r noch y^ -sondern bloss die 
e3^<:^i)K.^phiQ A#)QniaUe e als gegeben voraus,: /Jäher sie .wegen. der 
yielien const^^jt^n Grö§$tn ;^ «Vor^ügKdi dani(i sebr ^Dvyendbar sindi» 
vrenn man;. eine, grosse Reihe geocentrischer Rectascensionen und 
Declinationen , oder wenn man Ephemeriden eines Planeten oder 
Kometen zur Anleitung künftiger Beobachtungen berechnet , zu 
welchem Zwecke es hinreicht, die Grössen a, t nur in Minuten 
zu erhalten. 

Um diess durch ein Beyspiel zu erläutern , wollen wir fol- 
gende Element« der Pallas voraussetzen , 

Epoche. Merid. v. Göttingen 1808, . .252-» 32' 28 '5 

log f = o. 442^149 
€ = o. 2450190 

Perihelium i8o5 ... i2i° 3' 11 "4 jährl. Änd. + io6'^2 

S\ ibo3 ... 172 28 56.9 * . . . . — 7.2 

Neigung d. Bahn 34" 37' 4i"o . . . . . +0.8 

Tropische Beweg, in 1 Tag o^ 21394844 
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Ist 2^ Zf 52" die Meridiandifferenz von Göttingen und Ka* 
san , so ist die Reduction der Epoche auf den Meridian von 
Kasan ^ 

o^ö23454 

also Epoche 181 2. oo Kasan . . 803^096468 

für 1812 , ist noch Schiefe der Ekliptik 83» 27' 5i"o. 

Neigung 34 37 44 
^ . . . 172 27 52 

Also ist'fiir den Anfang des Jahrs i8i2 

A s 263° 47' i6''6 log Sin a = 9.9987906 

log Sin b SS 9.992 Ö9O0 
log Sin c SS 9.0080963 . 

log m == 0.4316594 
log n s=5 0.4307508 
log p = 9.7417654. 



B s=s 172 

C SS 14 



57 47-3 



2 



4.5 

M = 2i3- 2/ io"4 
N SS 121 1 4i*8 
P = a48 



53 21.0 

H =: o.36493o3 

if z=zm^ 0.6660940 
TT ac o.o8a5722 

Eben so. erhält man für den Anfang des* Jahk-s 1828^^ 

M = 2i3* 45' i8"2 log na 5=? 0.4317175 



N = 121 
P Ä 143 



19 17.8 log n = 0.4306919 . 
14 18.4 log p == 9.7419800, * 

fi = 0.5678873 ^ 
y = — 0.5648668 

^ or = 0.0809422 ' 

Sucht man daraus die geocentrische Rectascension und !be- 
clination fiir den May des Jahres ibii, äo hat man nach der 
Ordnung fiir die mittlere Mittemacht Kasans i8»t' April 3o^ 
May 89 May 16, May 24 und Junius 1 folgende Werthe ' 



mittAnom.^ 3^,2728 
von Penn. 

excentr. Anom. 40. 3646 
Läng, i +2o"^2i9\54 



log R 

X 

y 

z 



p.oo353 

- 2.2298 

0.2900 

0.1127 



X 
Y 
Z 



0.7772 
0.5891 
0.2557 



A 
P 



148« 41' 

12« 14' 
1.74 



52.9837 

42 . 46o5 
227 1,0 



o . 00435 
— a . 2556 
o . 2009 
o.i327 



o . 685o 
o . 6Ö09 
0.2956 



34^6946 

44*34i2 
235 1 



o.oo5io 
—2.2778 
0.1065 
0.1527 



36<'.4o55 

46.6064 
242 43 
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38*. 1164 

48.6556 
25o 23 



0.00674 

— 2 . 2964 

0.0120 

0.1724 



*- 



0.0062B 

•-2.3114 

.0826 
0.1918 



i5o 41. 
i3 23' 
1.85 



o.58oi 
o . 7603 
o.3äoo 



i52 57 

14 i3 
1.96 



0.4645 
0.8261 
0.3586 



i55 25 

14 46 
2.0Ö 



o.34«6 
0.8767 
o.38o5 



i58 5 
i5 5 
2.20 



Auf eine ähnliche Art könnte man auch die Goordinaten der 
Erde 

X T Z • 

durch neue Gonstanten ausdrücken ; aber da diese Goordinaten 
schön durch das Vorhergehende einfach genug (ur die Ausübung 
dargestellt sind, so halte ich mich bey dieser Entwicklung nicht 
weiter auf. ♦ 

§.4. 

Die Grössen x y z lassen sich aber noch auf eine andere 
merkwürdige Weise ausdrücken > die eine nähere Betrachtung 
verdient. 

Führt man nähmlich drey neue Hülfsgrössen 

N, K und O 

ein , so dass man hat 

Gos N := Gos e Gos n — Sin e Sin n Gos Je 
Gotg K Sin k 7= Cotg .n Sin e -f- Gos e Gos 1^ 
Gotg O Sin k = Gotg e Sin n + Gos n Gos k 

wo e die Schiefe der Ekliptik ist , und setzt man 

O = u ~ U 

so gehen die Gleichungen §. 2, JS. II. ia folgende über: 

r 2 - 



\ 
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X = r (Cos U Cos K — Sin U Sin K Cos N) 
y,= r (Cos U Sin K + Sin U Cos K. Cos N) 
z = r Sin U Sin N 

und man sieht , dass man aus jenen diese erhält , wenn man 

n , k , u in N 1 K , U 

verwandelt, und e Null setzt* iNimmt man also wie dort an 

. Cotg K. 



oder 



-© ■'-^ - 




Lott N 


tg B 


=: 


tgK 

CosN 


tg C 


= 


o 


Sin a 


= 


Cos K 
Siu A 


Sin.b 


5= 


SinK. 


^i^ •■• • ^h^ 


SinB 


Sin c 


= 


Sin N 


Cos a 


— . 


Sin N Sin K 


Cos b 


= 


— Sin N Cos K 


Cos c 


S^ 


CosN 



80 ist wieder 

X = r Sin a Sin (A + U) 
y ?= rSinb Sin (B +U) 
z = r Sin c Sin (C + U) 

I. Durch das Vorhergehende ist also die Bestimmung der 
Coordinateii x y z auf drey Grossen N K O gebracht worden y 
und man sieht leicht > dass N die Neigung der Bahn gegen den 
Aequator , R der Winkel der Knotenlinie der Bahn im Aequator 
mit der Linie der Nachtgleichen , oder die Rectascension des auf- 
steigenden Knotens der Bahn im Aequator , und endlich O der 
Winkel der Knotenlinie der %ahn im Aequator mit der Knoten- 
linie der Bahn in der Ekliptik ^ d. h. »die Entfernung beyder 
Knotenlinien ist, eine Bemerkung, aus welcher man sich die §. 2 
IV. gegebene Bedeutung der Grössen a A . . . leicht erklären 
wird. 

Da also in dein sphärischen Dreyecke , welches von den Ebe- 
nen des Aequators , der Ekliptik und der Bahn gebildet wird , 
die Seiten , ^ 

k, O, K 

und die ihnen in derselben Ordnung gegenüberstehenden Winkel 

i8o. — N» e und o 
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sind , so wird man die drej ersten ^r 

CosN, Cotg K, Cotg O 

im Anfange dieses §. gegebenen Ausdrücke auch durch die sphä- 
rische Trigonometrie ableiten ^ durch welche man auch , 'beque- 
mer zur Rechnung > findet 

^. 3V -,. O — • K o» *■ e« 6—11 

Sm •— Sin , = Sin .^ om . ,,■■ 

2 2 2 1 

Sm Cos = Cos — Sin 



2 2 2 S 

Cos^ Sm . = Sm ^ LiOS 

2 2 2 2 

Cos — Cos ■ ■ SS Cos «. Cos ^ 

2 2 2 2* 

Da endlich die Grössen 

e n k 

säcuVären Änderungen unterworfen sind v so unterliegen auch die 
Grössen 

N K O 

ähnlichen Änderungen , die man leicht durch folgende Ausdrücke 
findet 

d JNf = de Cos K + dn Cos Ö — dk Sin O Sin n 

d K = — de Cotg N Sin K+dn 1- dk . 

^ SinN SinN 

d O = de £ili - dn Cotg N Sin O + dk . ^^*^ ^^". 

SinN #0 ^ ^ Sin N 

Sp erhält man aus dem §. 2* Y. gegebenen Werthen von 

n k e . 
für Merkur im Anfange der Jahre i8oO) i8io, iÖ2o 

i8oo iBio 1820 

K= 10" 29' 4o".6 .. lo« 3x' io"2 ... lo* 32' 5q"5 
O =: 143 29 3i.5 .. 143 23 41 -o ... 143 17 äo.^ 
N == 28 40 11.4 •• 28 44 35.5 ... 28 43 58.7 

und (lir das in §. 2. gegebene Beyspiel (lir Merkur 1808 Oct. 8 
ist hier 

K = 10» 3o' 59''2 
O = 143^ 24' 24"i 
N = 28^ 44' 39''9 

woraus man sofort erhält 
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y = — .o.4o5b42 

z = — 0.209133 we zuvor. 

II. Die vorhergehenden Betrachtungen bahnen uns einen 
neuen Weg zu einer sehr bequemen Auflosung unsers Problems. 
Unsere Planetentafeln sind so eingerichtet, dass man aus ihnen 
für jede gegebene Zeit das Argument der Breite u , und den Ra- 
dius Vector r finden kann. Mit der bekannten Neigung n der Bahn 
gegen die Ekliptik und der Länge k des aufsteigenden Knotens 
der Bahn in der Ekliptik findet man dann aus zwey angehängten 
Tafeln , deren Argument u ist, die heliocentrische Breite b« und 
dieReduction auf die Ekliptik c, vtrelche Grossen man auch durch 
folgende Gleichungen bestimmen kann 

Sin b = Sin n Sin u 

Sin c :== tg _ tg b Cos u 

2 

woraus dann die heliocentrische Länge 

1 = u -4- k— > c 
folgt Kennt man aber die Grössen 

ao sind die rechtwinkl. Coordinaten , vrelche die Lage des Plane* 
len gegen die Sonne geben, wenn x' in der Linie derNachtglei- 
chen, und x' y in der Ebene der Ekliptik sind ^ 

x' = r Cos b Cos I , 

y'= rCos b Sin 1 
z' s= r Sin b 

und da die Grossen 

r, 1, b 

unmittelbar aus den Tafeln genommen werden , so hat die Ent- 
wicklung der Coordinaten 

x' y' z' 

keine Schwierigkeit , als die wekeire Reduction derselben auf den 
Aequator , mit welcher Reduction wir uns bisher beschäftiget 
haben. 

Difse Reduction kann man aber gänzlich vermeiden, wenn 
man den Planetentafeln eine andere, nähmlich dieselbe Einrich- 
tung gegen den Aequator gibt , welche sie bisher gegen die Eklip- 
tik hatten. Zu/diesem Zwecke wird man die Planetentafeln so 
einrichten, dass sie, wie vorhin r und u, jetzt r und U=u — O 
geben, und dass sie aus zwey angehängten Tafeln, deren Argu- 
ment U ist , die heliocentrische Declination d , und die Reduc- 



tion c der Grösse U auf den Aequator durch die bejden Glei« 
chungen geben 

Sin d = Sin N Sin u 

> 

Sin c s tg -« tg d Cos tt 

a 

woraus dann die heliocentrische Rectascensioo. 

a = U + K. — c 
folgt) die man auch durch die Ausdrücke 

tg (a — K) = Cos N tg U 

Cos(a-K) = £!!£ 
^ Cos d 

erhalten kann. Setzt manalso diese Einrichtung der Tafeln, oder 
die £.enntniss der Grössen 

voraus , so erhält man aus ihnen unmittelbar die helioeentrische 
Kectaseension a,und die Declination d des Planeten. Nennt man 
dann A D die heliocentrische Rectascension und Declination der 
Erde , so hat die Auflösung unserer Aufgabe keine weitere $chwie* 
rigkeit. Behält man nähmlich die vorige Bezeichnung der übrigen 
Grössen bey, so hat man fiir den heliocentrischen Ort^ des Pia« 
neten 

X SS T Cos d Cos a 

y =s r Cos d Sin a 

z = r Sin d ' . 

fiir den heliocentrischen Ort der Erde 

X=RCosDGosA 
Y = R Cos D Sin A 
Z = R Sin D 

und fiir den geocentrischen Ort des Planeten 

X — X = p Cos 6 Cos » 
j — Y = p Cos 6 Sin « 
z — Z = p Sin 6 

Bat man also aus den beyden ersten Systemen die Werthe 
von X, X. • • gefunden ,| so gibt das letzte 

X— A 

tg5=5 IZ- Cos a = Hl Sin a 
Sia Sin a Cos S '^ Co«aGo9 9 



I 
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Statt der angezeigten Werthen von . 

X Y Z 
wird man bequemer folgende schon oben gefundene brauchen , 

X = RCosL 

Y = R Cos e Sin L 
Z = R Sin c Sin L 

wo L die Länge der Erde, und e die Schiefitf der Ekliptik ist. 

Um das Vorhergehende auf unser Beyspiel, Merkur 1808 
Octob. 8 anzuwenden , hat man . 

a = 256- 40' if6 

d = — ä6° 38' 3o"4 also 

jc = — o.QgBio2 
y = — o.4o564i 
z = — 0.209133 we zuvor. 

Zur Übqng wollen wir die Orte des schöni*n Kometen von 
181 1 fiir den Julius des Jahres 181 2 nach dieser Methode suchen. 
Die fllemente dieses Kometen sind : 

Durchg. durch das Perih. 1811 Sept. i2.25i75 m. Z. Paris 

Länge des Perih. 75° 1' q"2 

LSnge Xl-----"-k= i4o 24 29.9 

Neigung - - - - -.-n = ao6 67 24,4. 

log. kleinste Distanz o.oi5ji2o 

log. halb. Paramet. 0.3i5i432 

Excentricität € = o.Qq54ö56 

log. mit: tägl. Beweg. 9-9374598 

Da n grösser als 90° ist, so ist ^ der Komet rückgängig, oder 
seine heliocentrische Länge nimmt ab. 

In dem sphärischen Dreyecke , welches von der Ekliptik, 
dem Aequator und der Bahn des Kometen gebildet wird> sind 
die zwey bekannten Winkel 

e = 23° 27' Si" 

180 — n = 73" 2' 35V6 

und die bekannte Seite 

. * r 

180 — k = 390 35' 3o"i 

daher sind die beyden andern Seiten 

O = 14" 42' 19" 
180 — R= 37 34 33 

und der dritte Winkel 

N = 88» 3o' 46"o 

und da die Neigung N kleiner als go° ist, so ist der K.omet in 
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Beziehung auf den Aequator rechtlSufig , obschon er in Beziehung 

auf die £kliptik rückwärts geht. 

Ist V die wahre Anomalie fiir irgend eine Epoche > so ist fiir 
dieselbe Zeit das Argument der Declination 

U = v+ + 65°23'2i" 
= V + öo" 5' 40" 

Aber (lir 181 2 Julius 5, i5, 25 mittl. Mitt^ Paris sind die 
seit dem Durchgange durch das Perihelium verflossenen Zeiten . 

296,74825 Tage 

506,74825 

316,74625 

Daraus folgt (B. II. Cap. I.) die wahre elliptische Anomalie t 
und der Logarithmus des Radius Yectors 

\\^ 5i' 14" 0.61229 

i2a 40 5o 0.62509 

i2i 27 5o o.6335i 

daher ist des Kometen 

hei. Recsasc. hei. Decl. 

522° 57' 5o" — ig*» 56" 20 
322 59 20 — 20 46 5 
32$ o 40 -^ 21 33 o 

X y 2 

3.0731 *-* 2.3i88 — 1.3966 
3.1346 3.363o ^ 1.4W7 
5.194Ö 2.4065 1.6797 

Eben so ist iiir die Erde > 

hei. Länge . . . log.Rad.Vect 

283<> i2' So" • . 0.007219 

292 44 43 • . 0.007041 

3o2 17 40 • • 0.006664 

X T Z 

O. 23232 -— 0.90804 •— 0.39414 
0.39295 0.85982 0.37321 
0.54253 ^ 0.78742 0.34178 

und daraus folgt des Kometen 

1812 geoc. Rectasc. geocDecl. log (i 

5 Julius . 3330 55' 3o" — 17** 52' 2o" . . o.522oo 

i5 33i i5 5o —- 19 38 o . . o.52ii3 

25 328 35 5o — 21 43 20 . . 0.52439 



90 



/ 



5. 5. 



Die Auflosung des vorhergehenden $. ist ohne Zweifel die 
einfachste , welche man von dieser Aufgabe geben kann , aber sie 
setzt eine andere Einrichtung der Tafeln voraus. Will man diese 
auch in mancher andern Rücksicht vortheilhafte Veränderung der 
Tafeln nicht vornisbmen , noch die oben gegebenen Gonstanten 

N K. O 

entwickeln , so scheint es mir am bequemsten « zur Bestimmung 
der Werthe von 

xy X 

nicht von u, sondern von I, b auszugehen ^ welche letzten bejden 
Grössen in den altem Tafeln unmittelbar angegeben sind. 

Sind nähmlich 

x' / *' 

die Coordinaten des Planeten in Beziehung auf die Ekliptik « so 
hat man 

x' = r Cos b Cos 1 

y' = r Cos b Sin 1 

z' = rSinb 
und sind 

X y z 

die Coordinaten des Planeten in Beziehimg auf den Aequator , 
90 ist 

y = y' Cos e *— z' Sin e 
z = y' Sin e + z' Cos e 

/ Setzt man also der Kürze wegen 

Cos m = — 2 Cos e Cos b Sin* 2f!Z!L 

s 

Sin n = Cos m tgf e 
so ist X = r Cos b Cos 1 

y « a t Cos i±2±i? Coi l+HJ! 



z sz 2 r Sm Cos . » 



In unserem Beyspiele ist u =s 2i2«» i3' 2&'q , k = 46° 3' 7*^7 

n = 7« o' 9"i 

also ist n^ch den Ausdrücken 

tg (1 — k) = Cos n tg u 
- tgb Ätg nSin (l — k) 
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1 = 258« 4' 59"o 
b = — 3- 45'^38"3 

Ist daher c ä 23» 27' 52"4 so ist ** 

X = ^ o. 0961023 

y :-= 1. O. 4^5642 1 

I z = •*- o. 2091320 

woraus mit den in §. 2 gegebenen Werthen von X Y Z folgt 

« = 211« 56' i3''2 
* = — 14^* 22' i2''o- 

§. 6. 

Um aus der heliocentrischen Länge und Breite wieder die 
geocentrische Länge und Breite abzuleiten , wollen wir die Lage 
des Gestirns und der Erde auf drey unter einander senkrechte 
Ebenen beziehen , deren eine die Ekliptik ist , und wovon die bey- 
den andern ihre Pole in der Länge K und 17 -f- 90"* haben ^ so 
ist V wenn man wieder 

r' = r Cos b 
p'=:pCosß 

uiid R' = R Cos B setzt , * 

r' Cos — N) — R' Cos (L — N) = p' Cos (X— N)] 
r' Sin (1 — N) — R' Sin (L — N) = p' Sin (x 
r' tg b — R' tg B = V ^ ß 

I. Da die Grösse N willkührlich ist , so sey N = L. Setzt 
man dann 

P ^ il Sin (I — L) 

Q = — Cos (1 — L) — r 4 » so ist 






tg(X-L)=: |- 

, PR' 

p =s 



P R' Q R' 



Siii(X— L) Co*(X — L) 

n. Ist N = 1 ond ^ 

P = - Sin (1 — L) , 

<J = .1 — ^ Cos (I — L) SO ist 



9« 

, -- P«^ _ Qf 

^' Sm(X— 1) "^ Co«(X_l) 

- tp fl - -^ *8 b — »Mg B 

III. Ist N = i (1 — L) so ist 

■ 

tg (X -Hl +1^)) = ^; tg 1 (1 -L) 

p' = (r- + R') Sini(l,L) 

Sin(X-|(l + L)) 

SS (r' _ R'V __E!LL£iiii_ 

^Oo. (X-i(l.+ L)) 

tg ß = rjilz_Lüi ' 

Setzt man hier p^ = tg p , 

^ Eben so kann man N = k , oder N = o u. s. f. setzen , um 
(andere Ausdrüdce zu erhalten, so wie es nicht schwer seyn wird, 
statt den drey ersten Gleichungen des §. 6 , die sich auf die Eklip- 
tik beziehen , andere ähnliche einzufuhren , welchen der Aequa- 
tor zu Grunde liegt. 

,,, .^V. Bndlich lässt sich dieselbe Aufgabe noch auf folgende 
Weise auflösen* . 

Es ist r' = r Cos b 

p" = r^' + R» -. 2 r' R Cos y 

R — r'Cosy 

odertgv= ^^'^ <* ^'° y 

Sin (y — t},) 

wo tg f = j Sin y 
oder auch durch folgende Ausdrücke 

a R-f.r' ^2 

tg /3 = ^^° ^ *g ^ 
Sin y 

» 11 Sin y 
p = 5 

Sin n 



r 



95 

Für unser Beyspiel ist jnach Nr. I 

1 — L = 242" 5' 23"i 
log P Ä 9. 6i5o4b4 n 
log Q = o. 0857585 n 

X — L = igS' 41' 24"4 
% = 2i4' 4/ o"5 

log p' = o. i 083638 

und nach Nr. IV. 

f = 220 23' 54"9 

ff = i8° 41' 24"4 

/3 = — 1" 21' ii"9 

X = 180" + 1; + L = 2i4» 41' o".3 

und aus diesen x findet man durch die Gleichungen B. I. Cap. I 

die geocentrische Rectascension und Declination. Ist nämlich 

e = 25" 27' 62.' 4 so ist 

« = 2ii"56' i3"2 

Ä = — 14° 22' 11 '9 wie zuvor. 

, 'Um also den heliocentrischen Ort eines Planeten anzugeben ^ 
mnss man nach Cap. L die Elemente der Bahn desselben als ge- 
geben voraussetzen , nämlich 1 die halbe grosse Axe und die dar- 
aus folgende siderische oder die zur Ausübung bequemere tropi- 
sche Umiaufszeit 2, die Excentricität 3, die Länge des Perihe- 
liums 4 9 die mittlere Länge des Planeten fiir irgend einen gege- 
benen Zeitpunct oder die Epoche desselben , 5 die Neigung der 
Bahn und 6 die Lage der Knotenlinie gegen die Ekliptik oder 
den Äquator« Die beyden letzten bestimmen die Lage , die andern 
die Grösse und Gestalt der Bahn. Wenn die 2,3,5 und 6 Ele- 
mente veränderlich sind, so müssen auch diese, gewöhnlich der 
Zeit proportionalen Veränderungen, gegeben seyn, Ist die Zeit des 
Durchgangs iles Planeten durch sein Perihelium gegeben , so kann 
dieses Element die Stelle des 4*" vertreten. 

Mit diesen Elementen sucht man dann (ur jede gegebene Zeit 
die mittlere Länge des Planeten nach Cap. L §. 6« Zieht man ton 
der mittl. Länge die iiir dieselbe Zeit Statt habende Länge p des 
Periheliums ab, so erhält man die mittlere Anomalie m, mitvvel-* 
eher und der Excentricität e man nach §. 7 die wahre Anomalie v 
und den Radius Yector r findet« Dann ist die wahre Länge des 
Planeten in der Bahn 

und das Argument der Breite 

4/ == r — fc 

wo k die Länge des aufsteigenden Knotens tst. Gap, L §. 5 , woik 
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aus man noch nach §• 16 die reducirte Länge I und die helio- 
/ centrische Breite b des Planeten ableiten kann. 

Hat man in diesen Rechnungen, wie es am bequemsten ist^ 
die tropische Umlaufszeit des Planeten gewählt , um seine mittlere 
Länge zu finden , so muss auch bey der Bewegung des Knotens 
und des Periheliums die tropische Bewegung derselben genom- 
men werden ) wodurch man also einß reducirte wahre Länge 1 
von dein Puncte an gezählt erhält , in welchem sich der mittlere 
Frühlingspunct zu der gegebenen Zeit in der That befindet, und 
um diese Länge von d^m wahren i durch die Nutation der Länge 
jgcstörten , Frühlingspunct zu erhalten , muss man zu ihr noch 

. i8;'o3 Sin Sl d 
addiren. 

Will man nun feriier aus dem so gefundenen heliocentrischen 
Ort des Planeten den geocentrischen Ort desselben ableiten , so 
wird man zuerst für dieselbe Zeit , nach denselben bisher fiir den 
Planeten gegebenen Vorschriften , die mittlere Länge der Sonne 
nach Cap. I. am Ende des §. 6, und daraus nach §. 7 die wahre 
Länge und den Radius Vector der Sonne suchen. Diese wahre 
Länge, wie sie aus den* Elementen oder den Sonncntafeln folgte 
muss um die nahe constante Aberration der Sonne in Länge , oder 
um 2o"25 vergrössert werden , weil diese Tafeln die durch jene 
Aberration verminderte oder die scheinbare Länge der Sonne un« 
^mittelbar angeben. Endlich muss man zu dieser Länge vom mitt« 
lern Frühlingspuncte ebenfalls noch die Mutation 

i8"o5 Sin ^ d 

addiren , wenn man sie , so wie die des Planeten , vom wahren 
Frühlingspuncte zählt. 

Wie man dann aus diesem heliocentrischen Ort des Plane« 
ten verbunden mit dem geocentrischen Ort der Sonne den geo-^ 
centrischen Ort des Planeten ableitet, ist im vorhergehenden um- 
ständlich gezeigt worden. 

. Will man endlich den so berechneten geocentrischen Ort des 
Planeten mit einem beobachteten geocentrischen Ort vergleichen , 
so kann man diess auf eine doppelte Art, indem man nämlich 
entweder die scheinbaren oder die mittlem Orte derselben zur Ver^ 
^leichung wählt. 

' Diese Beobachtungen der Planeten und Kometen werden näm- 
lich gewöhnlich durch ihre scheinbaren Rectascensionen und De- 
clinationen von den Astronomen angegeben, d« h. sie enthalten 
noch die Aberration , Nutation und Parallaxe , so dass sie bloss 
von der Refraction cörrigirt sind. 

Wählt man daher erstens die scheinbaren Orte , so wird 
man zu den oben gefundenen tabellarischen geocentrischen Ort^a 
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des Planeten noch die Aberration und die Parallaxe setzen , und 
dann entweder sie mittels der scheinbaren Schiefe der Ekliptik 
auf Rectascension und Declination bringen , oder auch die beob- 
achtete Rectascension und Declination mit derselben scheinbaren 
Schiefe auf Länge und Breite reduciren. 

Wählt man aber zweytens die mittlem Orte zur Verglei- 
chung ) so wird es am bequemsten s/eyn , bey den vorhergehenden 
tabellarischen Berechnungen des geocentrischen Orts des Plane- 
ten und der Sonne die Nutation ganz wegzulassen j und sie mittels 
der mittlem Schiefe auf Rectascension und Declination zu brin- 
gen , dafür aber die beobachtete Rectascension und Declination 
von der Nutation , Aberration und Parallaxe zu befreyen , oder 
auch aus diesen von jenen drey Störungen befreyten beobachteten 
Rectascensionen und Declinationen mit der mittlem Schiefe die 
beobachteten Längen und Breiten zu suchen« 

Sicherer ist es , in beyden Fällen das erste Verfahren beyzu- 
behalten , d. h. die Rechnung bis zu den Rectascensionen und De- 
clinationen fortzufuhren, weil bey dem zweyten Verfahren ein 
Fehler der Beobachtungen, der entweder in der Rectascension 
oder in der Declination begangen wurde , die daraus abgeleitete 
beobachtete Länge und Breite zugleich entstellt. 

§.7. 

Bisher haben wir uns bloss mit der Aufgabe beschäftiget , aus 
dem heliotentrischen Ort eines Planeten oder Kometen den geo- 
centrischen Ort desselben abzuleiten. Da aber durch die Beobach- 
tungen unmittelbar die geocentrische Lage dieser Körper gegeben 
wird , so müssen wir nun noch aus dieser den heliocentrischen 
Ort derselben abzuleiten suchen , wodurch die gegenwärtigen Un- 
tersuchungen vollständig gemacht werden. 

Bestimmt man die Lage des Planelen gegen die Sonne durch 
drey rechtwinklichte Coordinatenx^ y, z, vondenenx in derKno- 
teniihie der Bahn mit dem Äquator, und xy in der Ebene des 
Äquators liegen , so ist , wenn die yorige Bezeichnung der Grös- 
sen a d K N U beybehalten wird 

X = r Cos d Cos (a — K) s= r Cos U 

y = r Cos d Sin (a — K) = r Sin U Cos N 

z s= r Sin d = r Sin U Sin N 

Eben so hat man fiir den heliocentrischen Ort der Erd* 

X = R Cos D Cos CA — K) 
Y = R Cos D Sin (A — R) 
Z = R Sin D 

und daher fiir den geocentrischen Ort des Planeteif 



X — X =a p Cos l Cos (« — R) 
y — Y = p Gos Ä Sm (« - K) 
^ — Z = /) Sin 6 . / . 

Diese Ausdrücke geben sorort folgende zWfiy Gleichungen 

LZ:.^ = Siti (a — K) Cötg ^ und 
z •*- Z 

y = 2 Cotg N 
und daraus folgt 

a Z Sin (g ->. k) — Y tgi 
SiQ (a — K) — Cotg N tg 5 

ZSin(«-K)-^YtgS CotgK 
Siii(a-~K) — CütgN igS *" 

und wenn man diesen Werlh von z in der Gleichung 

IZI^ = Cos,(ä — K) Cotg d 

substituirt, so hat man 

v^ Y ■^- (^ ^Q*g N -nY) Cos (^ - K) 
Sin (a — K) — . Cotg JN tg 5 

Hat man aber so x y z gefunden , so findet man a d r aus 

tg (a — K) = 21. 

X 

tg d = ^ Sin (a — K) = tg N Sin (a — K) 

■r 

' Z 

"" SiTd 

oder auch tg U s= ^ — : ^ und * 

z CosiV X SinN 



SinJN Sin U' 

z-Z 
p == >-- 

• ' Sin S 

I. Emfacher wird die Auflösung , wenn man statt dem Äqua- 
tor die Ekliptik zu Grunde legt , und die Breite B der Erde Null 
.setzt. Ma^ bat dann 

) 

X =3 r Oos u 

y = r Sin u Cos n 

z SS r Sin u Sin n 
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X = R Cos (L — k) 
Y = R Sin (L — k) 
Z = o 

X — X = p Cos ß Cos (Ä, — k) 
y — T = p Cos ß Sin (X — k) 
z — Z r= p Sin ß 

Ist also tg A =s -fii — "^ ' ^,L wie zuvor , 

* Siu (L — X) 

. Sin A tg f(L —. k) 
so ist tg u = L-L — »-' 

Sin (A + n) 

und ist tg B = i-2 — so ist 

® Siu (X— k) 

_ R Sin B Sin (L — k) Sin n 

Sin ^ bin (B — n) ^ 

■ 

_ R Sin B Sin (L — k) 
Sin (B ^ n) Sin n 
und r Sin n Sin u = p Sin ß 

Man sehe Mon. Corresp, i8o2. Juni. 

§. 8. 

Dieselbe Aufgabe lässt sich noch auf einem andern Wege 
auflösen , der sich auf die Betrachtung gründet , dass der wahre 
Ort^ der Spnne , des Planeten und der Erde in der Ebene eines 
Dreyecks liegt, dessen Projection in. der Sphäre des Himmels ein 
grösster Kreis ist, in welchem Kreise der heliocentrische Ort der 
Erde , der heliocentrische Ort des Planeten , und der geocentri- 
sehe Ort des Planeten liegt. 

Sey (Flg. i) A der heliocentrische Ort der ErdeT, B der geo- 
centrische , und C der heliocentrische Ort des Planeten P ; ^ a 
der Aequator, ^A die Ekliptik, SV AC die Bahn des Planeten, 
also V A' = K die Rjectascension des Knotens , C A' a = N 
die Neigürlg der Bahn gegen den Aequator, A' C = U das Ar- 
gument der Declination. Sey überdiess ^C = Vund^y a = f 
>die Rectascension , der Ebene jenes grössten Kreises AGB, so 
wie B a B' = g dessen Neigung gegen den Aequator, endlich 

a B = h und a A = H 

Denkt man sich von B und A auf dem Aejquator senkrechte 
Bogen, die also gleich ö und D sind, so werden diese mit den 
Bogen Ba, Aaoind dem Aequator zwey rechtwinklichte sphäri- 
sche Dreyecke bilden , aus denen man f und g findet. Ist aber f 
und g bekannt, so kennt man in d^m Dreyecke aC A' eine Seite 
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^'a =: f — K mit den beiden anliegenden Winkeln > also kennt 
man auch 

A' C = U und a C = V 

und dann ist' es leicht in dem Drey^cke S T P auch noch die 
Grössen r und p zu finden. 

I. Um das Vorgetragene analitisch auszudrücken % hat 
man 'für f und g 



tg 



(^-0-S 



Siii(5-4-D) a—A 

lg ■ 



tg8 



m (S — D) 
tßD 



Siii(a — f) 6m(A — f) 

II. Eben so hat man fiir U und V in dem Dreyecke a C <$\' 

CotfiUs: ^^^^•^^Q'» (f-K)^CotggSia N 
^ Sm'(f — K) 

gy , xr CotgN Sing — Cos g Cos (f— K) 
^ Sm(f-.K) • 



oder bequemer zur Rechnung 



tg 



ü 



tg 



ü — V 



Sin 
Sin 

Cos 
Cos 






f — K 



2 

g-hN 



B-N»* 



f—K 



und zur Prüfung Sin U Sin N = Sin V Sin g 
III. Endlich hat man für die Grösse h 

Si Sin S j 
m h =s oder 

Sin g 
Cos h s= Cos b Cos (a — t) oder 



und eben so fiir H 
Sin H = 



Cosg 

SinD 



Sin G 

Cos H = Cos D Cös (A — f) 

_ tg(A-i) ' 



tg H 



Cos g 



also auch 



99 



r = JEl!Ü±Il5 und 

bin (t - V) 
Sin (h — V) 

Ex. Es sej 

A = 58« 26'o" 
D == 17 i3 45.9 
R = 1' 

« = 78^» 5c/ o".6 
d = 29" 59 43.3 
N= 24' 5i 42.9 
K= 3 4 32,1 

so findet man 

f = 57* 23' 12"2 
g = 40 4B 40.8 
' U = 65 I 28.0 
V= 35 40 i5.8 
h = 49 i3 4.4 
H== 26 56 57.2 

log r = 0.2089208 
log p =s 9.8^11553 

IV, Auch hier wird die Auflösung einfacher, wenn nian 
statt dem Aequator die Ekliptik zu Grunde legt. Denkt man {sich 
(in Fig. 1) die Linie S\> a B' weg , so ist 

VA = L, ACl =;u,V A = k 

C<a A = n, AC = V» A B = h 

also ist, wenn^man von B auf die Ekliptik <^ A das LothBB" 
fällt 

VB'=5l,AB' = X — L 

in dem Dreyecke ABB' 



Sin (X — L) 
Kenht man so g , so ist in dem Dreyecke ^ AG 

u + r ^ Sia-;- L-k 

u — V Co»—— L — k 

Coi — r — 

G 2 



» * 



lOO 

und zur Prüfung 

Sin u Sin n = Sin v Sin g. 
Daraus erhält man ferner die Grosse h durch 

Sin h = -ü?r oder 
Sing 

Cos h = Cos ß Cos (x— »L) oder 

tg h = ♦g(^-'') 

Cosg 
und endlich r, p durch die Ausdrücke 

RSinH 






8in (h — v) 
R Sin V 
^ "~ bin (h — v) 

Ex. L = 6o* X = 8o* 

H = 1 3 = lo 

. n = 5* 
k= i5- ' 

gibt g = 27^ 16* 25% 

h = 22 16 7.5 

u = 52 52 12.4 
V = 8 43 19.2 

log r == 0.2089249 
log p = 9.811 i562 

V. Endlich lässt sich auch diese Aufgabe durch sphärische 
Trigonometrie auf folgende Art auflösen 

Sin ß Cotg u — Cos p Sin <X — k) 
p* :=z p Cos ß 

r'" = p'* + R" — 2 p' R' Cos V 

»'Sinti 



tg y =^ C, oder 



p'Cosm 

tg 1:1^ =,p'-^' tgl±^ 

l = x — *==)'+ L und 

tg b = ^""yi^^ 

Sin Tj 

) Überhaupt hat man zwischen den Grössen L I x und R' r p' 
folgende Gleichungen , ^ 



und 
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R' Sin (] — L) = p' Sin (\ -*I) 
R' Sin (X — L) = t' Sin (^ — 1) 
p' Sin (;i — L) = V Sin (1— L) 



R' Cos (1 — L) + p' Cos (\ — l) =s p 
r' Cos (X — 1> — R' Cos (Ä. — L) = q 
r' Cos (1 — L) — p^ Cos (a.— L)= R' 

und endlich 

nr = X — I oder »r =5 f — ^ 

i; =i8o— (\— L)i| = i8o — (L~x) 

§• 9- , 

Wir wollen nun noch untersuchen « auf welche Weise kleine 
Änderungen in der geocentrisqhen Lage des Gestirns mit ihren 
Änderungen in der he!iocei|trischen Lage desselben ^ und umge-, 
kehrt, zusammen hängen. Diesen Zweck werden wir am kürze- 
sten durch die drey ersten Gleichungen des ^ 6 erreichen. Setzt 
man nähmlich in diesen Gleichungen N = o > so ^erhält man^ so- 
fort dui^ch ihre Differentiation 

dp' = dr^ Cos (I — X) — rdl Sin (I — x) 
p'dX = r'dl Cos (1 — X) + dr'. Sin (1 — X) 
pMß = dr- Cos' ß [tg b — tg ß Cos (1 — X)] 

+ r' Cosß Sinß Sin (I— ;i).dl + r'db. 5^ül^ 

und eben so 

dr' = dp' Cos (X — — p'dÄ Sin (x — I) 
r'dl = dp Sin (X — 1) + p'dx Cos (1 — X) 
rdb i= dp Cos'b[tgß — tgb Cos(x;— 1)] 

+ p'dx Cosb Sinb Sin (;i — I) + p d/S ^''''^^ 

C6s*ß 

L Aus dieseii Gleichungen wird man leicht die geocentrische 
Bewe^ng des Planeten fiir einen gegebenen kleinen Zeitraum^ 
aus der bekannten heliocentrischen Bewegung w'ährend derselben 
Zeit, oder umgekehrt, ableiten , wenn man diesen Gleichungen 
noch die Ausdrücke hinzu setzt ^ die aus den Differentiationen der 
drey ersten Gleichungen des §. 6 in Beziehung auf L und R fol- 
gen , wo. ^ 

d L, d,R 

die Änderungen des helioccntrischen Orts der Erde fiir dieselbe 
Zwischenzeit ist. Zu diesen Zwecken aber eignen sich besonders 
die Ausdrücke der Coordinaten x y z, die bloss von der exccntri- 
sehen Anomalie ab,h'ängen, und die wir in dem dritten $. gegeben 
haben. Diese Ausdrucke geben 
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dx 9B mde Cos (iH + t) 
dy = nde Cos (N+e) 
dz = pde Cos (P + e) ^ 

und wenn man , wie dort erinnert wurde , für die Erde die ähn- 
lichen Constanten entwickelt, die ^ir mit m' M'. . . bezeichnen 
wollen , so ist eben so ^ 

dX = m'de' Cos (M'+ e') 
dY = n'de' Cos (N' + e') 
dZ = p'de' Cos (P' + e'j 

Allein die Gleichungen 

X — X = p Cos 6 Cos X 
y — Y = p Cos ö Sin a 
z — Z = p Sin d 

geben , wenn man sie differentiirt , 

A^ _ (dy— dY)Cosa — (dg — da)Sing 

f Cos S 

d» = (d2~dz)£2ii_(dy-dT:) ü!ifü!i 

e p 

/ 1 j<v\ Cos a Sin o 
— (dx — dX) — ^ 

P 

Substituirt man also in den letzten beyden Gleichungen die 

vorhergehenden Werthe von 

dx , dX ... 

so erhält man einfache Gleichungen der Form 

d« = A.de + A'.de'l 

d6 = B.de + B'.de' J 

und diese geben unmittelbar die stündliche Bewegung in geo- 
centrischer Rectascension und De'clination aus der bekannten 
stündlichen Änderung der excentrischen Anomalien. 

Um diess durch ein Beyspiel zu erläutern, ist nach §. 5 für ' 
die Pallas i8ia den 8. May 

e = 42» 28' 

d e = i5/ 60 fiir 24 Stunden 

a = i5o" ii' 

^ = + iS** 23' 

log p s= o. 2674 

und für die Erde c' =s 3o5^ ig' 

d e' = 59/ 71 für 24 Stunden. 

Länge des Periheliums der Erde 

V = 279* 40 



; 
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Wendet man ferner die in $. S- (iir die BUneten gegebenen 
Ausdrücke auf die Erde any so findet man , 



M' =.9« 40 . 

N' = p: = — 8o-2o' 



und iiberdiess 



log m' == o 

log n' =si 9.06251 

log p' =s 9. booi2 

Die Werthe von \ 

MNP und m n p 

für den Planeten aber sind schon oben §. 3 gegeben worden. Sub- 
fttituirt man diese Werthe in den Gleichungen I , so erhält man 

A = 1. 43i A' = — o. laa 

B = o. 375 B' = o« 0^9 

also auch d « = i5' 2.^4 und 
d 5 = b"2 

und diese Werthe von da , db oder diese täglichen Änderungen 
der geocentrischen Rectascension und Declination stimmen nahe 
mit der in §. 5. gegebenen Ephemeride überein. 

II. Aus deip Vorhergehenden ^olgt , dass die geocentrische 
Länge der Planeten nach ihrer verschiedenen Lage gegen die Er- 
de bald wachsen, bald abnehmen, und selbst zuweilen völlig stille 
stehen wird. Um den Ort des Stillstandes der Planeten zu finden, 
wollen wir der Kürze wegen ihre Bahnen kreisförmig , und i.n 
der Ebene der Ekliptik annehmen , so hat man 

d 1 KGos TI / 







dL 


r Cos n 








Es ist aber 


R 

r. "" 


Sinir 
Sia ti 






und 
die 


! wenn t 5 die Umlaufszeiten des Planeten 
Sonne sind, 


und der Erde 


um 




*- 


a 1 

dL 




/ 


• 



Ist aber a der Halbmesser der Bahn des Planeten , der Halb- 
messer der Erdbahn gleich der Einheit vorausgesetzt , ao hat man 
nach dem Vorhergehenden 

»•a' = t* 

also ist fi^ den Stillstand dies Planeten tiberhaupt 
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tg 1/ = a -• t^t 



III. Dieselben Ausdrücke lassen sich auch' aus folgenden all« 
gemeineren Betrachtungen ableiten. Was auch N für eine Grosse 
bezeichnet , so ist immer 

^ a Co« (1 ~ JN) ^ Co6 (L — iN) 

Setzt man in dieser Gleichung das Differential von (x — N) 
gleich Null , so hat man für den Stillstand 

a d . (l-~-N) _ _ (1 — a Cos (1 — L)) 
d . (L— N) "^ a — Co* (l — L) 

Es ist aber ' , 

* 1 — L =s= y und 

d.(l — N) i 



d.(L — N) 



3 

a 's 



also ist 



Co5y=*J±±*') 



1'+ « 



3. 



Überdiess hat man 



*^ a Sin 7 , 

tg i; = L— und 

1 — a Cos y 

Sin y 

tg* = 



-»«' 



a — Co« y 

also ist auch « wenn man in den letzten Ausdrücken den gefun* 
denen Werth von y substituirt) 



tg^ = 



-^ 1 






IIL 



also auch 



tg V = — a • tg * 



wie zuvor. 

Weiter hat man 
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l — N _JL 



L— N 



= a 



und 



' i. >> 

^ 3 1 

— Nv— rL— Nn= * ^'''" ■' 



Cos[(l— N) — (L— N)] 



1 + • 



und aus der VcrSiadang dieser beyden Ausdrücke folgt 

[(a ' — i) (l — . N) = ' ^*'^' ^ 



Cos 



Cos [ (' - i)(L - K) j ^ 



3 

a 



1 + a 



IV. 



1 + ft 

Die Gleichungen III. geben 

17 , *r und y 

für den Stillstand , und die Gleichungen IV. geben die heUocen'» 
trische Bewegung 

(1 — N) und (L — N) 

des Planeten und der Erde in der Zeit zwischen der heliocentri- 
sehen Conjunction (fiir welche 1 = L) bis zum Stillstande , vor- 
aus gesetzt 9 dass N der Punct der Ekliptik ist, für welchen die 
Erde und der Planet in helioc. Conjunction sind. Substituirt man 
endlich die aus IV gefundenen Werthe von 

(1 — N) und (L — N) 

in der Gleichung II. , so erhält man (X — N) oder^ die geocen- 
trische Bewegung des Planeten in derselben Zwischenzeit. 

So ist, wenn man iur Uranus a = ig. 0818 annimmt, aus 
den Gleichungen IV 

Cos (o. 9880052 (L — N)) = Cos (82. 35448 (1 -r N)) 

= o- 27799*7 
also L — N = 74*' 45/fl 
1_N= o»53.'8 

und die Erde legt den Bogen (L — N) in 76, 85 Tagen zurück. 
Eben so gibt die Gleichung II. 

tg (31 - N) = O' «9^7 -- o> 9^48 ^ j^^ 

19. 079S — o. a(>29 

Jl — N = 2- i.'65 
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Nicht minder interessant ist die tTntersuchnng d^s Flaclisn* 
raumes oder der Zone des Himmels, in welcher allt^in ein 'j^fi- 
gebener Körper unsers l'lanetensystems von unserer Erde aas ge- 

sehen werden kann. 

« 

Behält man die bisher angenommenen Bezeichnungen bey ^ 
so hat man wie §. 7. I. 

X — X = p Cos ß Cos X 
y — Y = p Cos ß Sin X 
JE — Z = p Sin ß 

und da die geocentrische Länge und Breite \ ß Functionen der 
Argumente der Breite u und U des Planeten und der Erde sind , 
so kann man annehmen 

d^ Ä pdu + PdU 
dß = qdu + QdÜ 

Setzt man aber in diesen beydeh Gleichungen die Grosse^ X 
constant, also d^ =? o, so ist 



G-D- 






und man sieht, dass fiir denselben Werth von % die Grösse ß so 
lange zu-^ oder abnehmen wird , bis endlich der Werth von ß für 

pQ — Pq = o . . . (I.) 

ein Grösstes oder Kleinstes ist, und dass derselbe Werth von ß 
für jenes x die Gränze jener Zone bezeichnen wird , ausser wel- 
cher der Planet von der Erde nicht mehr gesehen werden kann. 
Um aber die letzte Gleichung I., welche die Auflösung unserer 
Aufgabe enthält, zur Anwendung bequemer auszudrücken 9 hat 
man durch die Division der drey ersten 

tg X = IZlL un4 

tg ß = LZ| Cosx 

Nimmt man aber von den beyden letzten Ausdrücken d!t< 
partiellen Differentiali^en , so erhält man 

p Ä Ü — : — 

, * p Cos ß. du 

^ — dX.SinX-f-dYCosX 
X p Cos ß . d U 
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dxCosXSiaP-t-drSiiilXSmß— dzCosß 

H — * ; ' ■ " 

p du * 

^t_ •^dXGosJLSinß-*dTSmXSiii0^-dZ Cosß 

^-dü 
und substituirt man diese Werthe von 

pq PQ 
in der oben gefundenen Bedingungsgleichung (I) , so hat man 

dx (YdZ — ZdY) + dX fydz — zdy) 
+ dy (ZdX— XdZ) + dY (zdx — xdz) 
+ dz (XdY— YdX) + dZ (xdy — ydx) = o . . . • (II) 

nnd diese Gleichung enthält allgemein die Relation zwischen den 
Orten der Erde und des Planeten , bey welchen der geocentrische 
Ort, des letztern in die Xrränzen jener Zone fällt, nnd man darf 
darin nur fiir xyz ihre Werthe durch u, und für XYZ ihre 
Werthe durch U substituiren 7 um eine endliche Gleichung zwi* 
sehen u und U zu erhalten. Man wird sieh übrigens leicht Über- 
zügen 1 dass die Gleichung (II) zugleich die Bedingungsgleichung 
ist) dass dieTangenten an denOrten der Erde.und 
des Planeten in einer Ebene liegen.' 

Nehmen wir nun fiir xy z und XYZ die Werthe 

X = r Sin a Sin (A + ^) u. f. 
. X = R Sin a' Sin (A' + U) u. f. 

an , welche wir schon §. 2. III. gegeben haben 9 und heisst man 
k K die halben Parameter der Bahnen, welche der Planet und 
die Erde beschreibt, so wie e E die Excentricitätcn , und gG die 
Entfernungen der Perihelien von der fijiotenlinie , so hat man 

k 



r = 



R = 



1 — c Cos (u — g) 
K 



und 



[Cos (A+ u) — € Cos (A+g)] 



l--ECos(ü-r-G) 
woraus man nach einigen Reductionep findet 
d X k Sina . 

"dlT (i^c Cos (u^g))« 

und eben so 

dy, dz 

wenn man in dem letzten Ausdrucke a A in b B oder c C verwan« 
delt, so wie 

dX,dY,dZ 

wenn man in 

dx.» dy, d« 
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statt d6n auf den Planeten sich beziehenden Grössen die analo« 
gen für die flrde setzt Endlich ist nochr 

y±_;i± = r« Cos a 

adz — \dz 



du 



= r'Cosb 



^-y^^ = r' Cos c 

du 

lind ganr ähnliche Ausdrücke findet man auch iiir 

YdZ — ZdY ^ 

— .— ^-«.^ u» u 

d ü 

Substituirt man endlich alle diese Ausdrücke in der obigen 
Bedingungsgleichung. (II), «o erhält man 

K Cos a' Sin a (Cos (u+ A) — « Cos (g + A)) 
* 4-R Cos b' Sin b (Cos (u +B) — < Cos (g +- B)) 
+ RCosc'Sinc(Cos(u+C)— €Cos(g+C)) • ' 

+ k Cos a Sin a (Cos (a + A') — ^' Cos (g' + A)) 
+ k €os b Sm b' (Cos (ü + W)—E Cos (g' + B')) 
+ k Cos c Sin c' (Cos (U' + G) — E Cos (g'+ C)) = o . . . (III) « 

Nimmt man aber auf die §. 2 gegebenen Werthe von 

A^B'C, a', b', c' 

Rücksicht , so erhält man aus der letzten Gleichung nach einigeri 
Reductionen folgenden sehr einfachea Ausdruck 

K(Cosu — « Cos g)== k(CosU — £ CosG) 

Wählt man in fieser Gleichung für u irgend einen Werth , 
und bestimmt daraus den entsprechenden W^rth von U , so wird 
man leicht aus diesen u und Ü die geocentrische Länge und Brei^ 
tc oder Rectascension und Declination des Punctes der Gränze 
jener Zone ableiten, w^elcher für diesen Werth von u gehört. 
Weitere Bemerkungen über diese Auflösung s. m. monalL Corr. 
»8o4 August. 

Die Alten wussten sich die wahre Ursache dieser Erschei- 
nungen des Stillstandes und Rückganges der Planeten so wenig ^ 
als die Ungleichheiten ihrer Bewegungen , welche von der Exc^n^ 
tricität der Bahnen abhängig sind, zu erklären. Die damahU allge« 
mein verbreitete Meinung, dass der Kreis unter allen krummen 
Linien die vollkommenste , also auch diejenige sey , welche die 
Natur fiir die Bahnen der Körper des Himmels gewählt haben 
' mUsse, eine Meinung, die selbst den unsterblichen Kepler noch 
lange Zeit in seinen Untersuchungen aufhielt, brachte die Grie- 
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eben auf eine Hypothese, jene beyden Ungleichheiten darzustel- 
len , welche , obschon unbegründet , doch ihrem Scharfsinn Ehre 
tnacht. • \ 

Sie nahmen an, dass die Erde ausser dem Mittelpuncte 
eines Kreises ruhe, und dass in der Pwipherie dieses Kreises 
sich derMittelpunct eines zweyten Kreises ))ewege. Der erste hiess 
der excentrische Kreis, der zvveyte der EpicykeL In der Periphe- 
rie des Epicykels endlich bewegte sich der Planet, und zwar so 9 
dass fiir die untern Planeten (Merkur und Venus; die Umlaufs- 
zeit des Mittelpuncts des Epicykels um die Erde gleich der Re- 
volution der Sonne um die Erde, und die Umlaufszeit des Pla- 
neten in dem Epicykel gleich der Jlevolution des Planeten una die 
Sonne — fiir die obern Planeten aber die Umlaufszeit ^es Mittel- 
puncts des Epicykels gleich der Revolution des Planeten, und die 
Umlaufszeit des Planeten in seinem Epicykel gleich der Revolu- 
tion der Sonne ist. Die oberen Planeten waren also immer in 
CoQJunction mit der Sonne, und die untern in Opposition , in 
jenem Puncte ihrer Epicykel, welcher der Erde, am nächsten war. 
Es ist aber klar, da^s die Erscheinungen dieselben seyn werden f 
wenn man statt dem ersten excentrischen Kreis einen andern 
substitui^t, in dessen Mittelpuncte die Erde ruht, und auf dessen 
Peripherie sich ein Epicykel bewegt, dessen Halbmesser gleich 
der Entfernung ist, um .welche in dem excentrischen Kreise der 
Mittelpunct desselben von der Erde abstand. , 

Es sey (Fig. 9) A a = a der Halbmesser des ersten , a a' = a* 
der des zweyten Epicykels, und fiir eine gegebene Zeit B Aa.= b 
der Winkel des ersten Halbmessers mit einer ihrer Lage nach ge- 
gebenen geraden Linie A B und b' der Winkel des verlängerten 
Halbmessers a' mit derselben Geraden A B ; r die Entfernung des 
äussersten Punctes des Halbmessers a' von A', und endlich f der 
Winkel , welchen r mit der Geraden A B bildet. Diess vorausge- 
set^ , findet man leicht 

a Sin b -4- a' Sin b' ^ 

*g 9 =='*"* ^-* und. 

aCos b + a'Cos b' 

« 

r' = a» + a" + 2 a a' Co« (b — b*) 

Heisst aber A d^r Winkel , den a und r an A bilden , so ist 

A :^ b — 
also a^ch 

a 4- a' Cos (b — bO 

Aus den beyden letzten Gleichungen wird ,man leicht fol- 
gende ableiten 

^ = a Sin /3 — ^ «" Sia 51 /3 -f i «^ Sin 3 /3 — 
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log nat- = « Cos ß — ^ Ä* Cos 2 ß + i «^ Cos^ 3 ß — oder 

a- 

I = i+aCosß+^Ä'O— Cos2ß)+i«'(Cos3ß — Cosß) + 

wo « =: ^ und 

a 

ß = b — b' ist. 

r 

1 ist aber a die halbe grosse Axe , a e die Excöntricität einer 
tlllip6e , und m v die mittlere und wahre Anomalie votn Aphe- 
lium , so ist nach dem Vorhergehenden für die elliptische Bewe- 
gung die Gleichung des Mittelpuncts 

Ä=m — vC2€— — 1 Sin m 

U 

_ 5,»sin^ m + ^ *' Sin 3 m — 
und der Radius Yector 

- = I + « Gös 1« — — (Cos a m — i) 

. *p — . (Cos 3m— Cos m) 
o 

Daraus folgt , dass ein Epicykel die Winkelbewegung 
in der Ellipse darstellt , wenn man auf die ^weyten und höheren 

a' 

Potenzen von t keine Rücksicht nimmt , und — = 2 c setzt > dass 

a 

aber unter derselbefn Voraussetzung die Entfernungen des 
Planeten vom Brennpunct in der Ellipse nicht dargestellt werden 

■% a' 

köhnen ^ weil fiir die letzten ^ == « seyn müsste* Dieser Wider- 

Spruch hätte die Alten leicht von dem Fehler ihrer Hypothese über- 
zeugen können. Sind nämlich R, R' die scheinbaren Durchmesser 
des Planeten in zwey Puncten seiner Bahn > zu denen die Entfer- 
nungen r, r' gehören, so ist 

r .R = r' . R\ 

also ist für die elliptische Bewegung 



l'V 



= 1— 2eCosm=:L = h.R* 

dm r* ■ 

WO h eine beständige Grösse, also- 

^ d V _ R* 

für den Epicykel aber ist, wenn L s= 2 r gesetzt wird« 



III 

* 11= » — a.Co»m»i =:h'.B,aIso 

dm » 

d ▼ R 

Die Veränderung des scheinbaren Durchmessers des Monds 
aber ist so gross , daas sie auch den Beobachtungen der Alten 
nicht entgehen koiinte, da die Werthe desselben im Perigäum 
und Apogäum 

R = 33/5i8 , B! = 29/566 sind. 

Die stündliche Bewegung aber in denselben Punctea der Bahn ist 

dy zsi 36/366 und d v" SS 29/447 , also 

1: = i.3o28 

dx' 

— ==: X. 3o27 und 

R' 

von welchen ^rey Grössen die bejden ersten genau mit einander 
übereinstimmen. . 

II. Bezeichnet man durch I L die heliocentristhe Länge des 
Planeten und der Erde , und durch r R ihre auf die l^kliptik pro- 
jicirten Entfernungen von der Sonne ^ -so wie endlicli durch X die 

geocentrische Länge des Planeten , so ist nach d«m Vorhergehenden 

« 

1 Sin (1 — 1) 

tg(x-^l)= — ' ■ - : — mä 

<— "Cosfl—L) 

i ■ '■ . - 

lSm(I~L) 
tg(A— L) = 



lCos(I — L) — 1 
K 



Da diese AusdrUcke. dieselbe Form mit d^m oben fiir tg A 
gegebenen Werth haben , so ist 

+ J /-") »Sin 3 (I — L) + und 
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X - L = QLS Sin (L - 1) 4. i (V\ 'Sin i (L - 1) 

+ 4Q)'Sin3(L-l)+- 

Daraus folgt, dass sich die zweyte Ungleichheit der Plane- 
ten 9 weiche von der Bewegung der Erde kömmt , in Beziehung 

auf ihre Winkel - Bewegung , vollkommen genau durch ei- 

R 
nen Epicykel darstellen lässt, dessen Halbmesser * für die obern, 

und 5 für die untern Planeten ist. Wenn man daher nur die er- 

sten Potenzen der Excentricit'ät berücksichtiget , so reichen zwey 
Epicykel, oder was dasselbe ist, ein excentrischer Kreis mit ei- 
nem Epicykel hin. Beyde Ungleichheiten der Planeten , in Be- 
ziehung auf ihre Winkelbewegüng, nicht aber in Beziehung auf 
ihre Distanz, darzustellen. Wollte man aber auch die höheren 
Potenzen der Excentricit'ät berücksichtigen , so müsste man , wie 
die Alten diess in der That bey dem Monde gethan haben , die 
Anzahl der Epicykel vermehren* 

III. Sey A a == a der Halbmesser des ersten , a a' = a' des 
zweytcn , a' a" = a" des dritten Epicykels u* f. und die Winkel , 
welche diese Halbmesser unter einander bilden , scyen 

' Aaa' = b', aa'a"=b'*,a'a"Ä'"= b'"u. f. 

Eine ihrer Lage nach tvillkührliche Linie A B bilde mit dem er- 
steh Halbmesser Aa den Winkel b. Endlich sey r die Entfernung 
des Mittelpunctes A des ersten Epicykels von dem Mittelpuncte 
des letzten Epicykels, und 9 der Winkel von r mit AB, so wie 
£i der Winkel \^n r mit dem ersten Halbmesser a , also b = 9 + Ai 



Sind 



ac =y^a' c' = y ,.a'' c" = y" 



scinktecht auf A B und 

A c = X, Ac' = x% Ac" = x" ... , so ist, 

wie man leicht sieht 

X = a Cos b 
y =.a Sin b 

i' = X + a' Cos (b -f- b' — 2. 90) 
y' != y + a' Sin (b + b' — 2.90) 

- x" = x' + a" Cos (b + y + B" — 4. 90) 

y" = y' + a" Sin (b + b' + b" — 4.90) u. f. 

I 

SO das$ überhaupt die rechtwinklichten Coordinaten irgend eines 
, der Mittelpuncte a , a^, a", a'". . . sind 



* . "3 

X s= a Cbs b — ,a' Cos (b+b') 
+ a* Gos fb +b' +b") — a'" Cos (b +b' + b" + b'") + 

Y = a Sin b — a' Sin (brH>') 

4-4" Sin (b+b' +b") — a'"Sin (b + b'+ b" + b"') + 

Ist aber X und Y bekannt , so 6ndet man y, A und r aus 
folgenden Gleichungen 

tg 9 == 5^ 

tgA=lI:zIi 

r' = X" + Y' 



Setzt man aber der Kürze wegen 



so wird man aus der zweyten dieser Gleichungen , d. h. aus 
tg A = *8^-^*«^ 



jL + tgbtg<p 

wenn man in ihr den Werth von tg f aus der ersten substituirt « 
leicht finden \ . ^ 

^_^aSinb^^ßSm (b^-|-b^0-4-YSm(b^-^b^^ + b^'0 — 

1 — aCosb' + ß Cos (b' + b'') -^ y Cos (b' + b"+ b'") + 

IV. Um aber A in eine Reihe zu entwickeln , die nach den 
Potenzen und Productcn von d ß y . , fortgeht , wollen wir 

a= 2.90 — b' 

b^=4.90 — b'— b" t 

= 6.90— b'-.b" — b'" 

d = 8.90— b' — b" — b'" — b"" u. f. setzen, 

wodurch der letzte Ausdruck von tg A in folgenden übergehe, 
. aSma+ gSinb + ySincH-SSind-f- 



1 4. a Cos a+ ß Cos b 4- ^ Cos c -h S Cos d + 

Ist e die Basis der natürlichen Logarithmen und der Kür2;e 
wegen 

9* = e"^^' + e-^- und 

•^* =s= e'^-' — e— ^— • 

so wird der' letzte Ausdruck 

■ SS5 . — r oder 

e* ^r + I 2+Ä?;+/3(»>'+y?* + 

11^ H 
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Stellt man in den letzten Ausdrucken dieWerthe von 9 und ^ 
wieder her, und nimmt auf beyden Seiten die Logarithmen ^ «o 
erhält man 

2 A V^i = log (1 +« e'^-' + ß e^^-') 
— log (I + a e-^-' +ß e^'^ +) 

' Allein in der Gleichung 

•og (i + p + q + r+s+) 
. B C D , E 

hängen bekanntlich die Grössen p q r • • • von den Grössen ABC . . , 
so ab j dass man hat 

A — p =Ä o 

B — Ap + 2q == o 

C — Bp 4- Aq — 3r Ä o 

D ~ Gp + Bq — Ar + 4s = o 

E — Dp + Cq — ^r +. As — 5t = o 

Substituirt man also (lir pqr... unsere vorhergehendeo Grössen 



jee 



«/^i 



, ße 



b/-l 



• • • 



und entwickelt die Werthe von A> B , C. » so sey 

A~i + £_£+=:S 

Substituirt man eben so farpqr««. die Grössen 



ae 



,«a/-f 



, ^- 



>^-.i 



• • ■• 



und setzt 



A_l+£-=S'. 



so ist 



A= 



s— s< 



und s6 erhält man nach einigen^ Entwicklungen die gesuchte 
Reihe von A 

A = [« Sin fa] ' 

+ |}3Sinb— Aft'SinSa] 
+ [ySin c— i.2aJJSi'n(a+b^ + |it'Sin3a 



ii5 

+ p Sin d — i (2 cry Sin (a+c) + ß' Sin 2 b) 
+f .3 ä'/3 Sin (2 a+b) — * «* Sin 4 a] \ 

+ [£ Sin e — i (2 uö Sin (a+d) + 2 ßy Sin (b+c)) 
+i(5 a" >^ Sin (2 a+c) + 3 a /3^ Sin (a + 2 b)) 
_^.4a3ßSin(3a+b)+|a^Sin5a+ etc.] 

von welcher Reihe das Gesetz des Fortganges deutlich ist. 

V. Mit Hülfe des letzten Ausdruckes wird man tiun leicht 
die Bewegung der Planeten in der Ellipse, so genau als man will, 
darstellen können. Nahmen wir der Kürze wegen an , äass die 
Umlaufszeiteii der Mittelpuncte aller Epicykeln unter einander 
gleich, und jede derselben der anomalistischen Revolution des Pla- 
neten gleich sey, so dass nur die Bestimmung der verschiedenen. 
Halbniesser der Epicykeln noch übrig bleibt. Diess vorausgesetzt^ 
h^t man für die in III gebrauchten Werthe 

b' = b" = b^;.. =2.90-. Tri 

und für die in IV angenommenen 

beb _ 

i SS 3 4 

wo ro die mittlere Anomalie bezeichnet. Substituirt man diese 
Werthe m den vorhergehenden Ausdrücken von tg A und A , so 
erhält man 

^ aSmm+ßSm<m + ySin3m-f- $Sin4m-f* 

"^ i+aCosm-HdCossm-hvCosSm-f- 

und 

A =rA Sin m — i B Sin 2 m -H 
^+ i C Sin 3 m — ^ D Sin 4 m + 

vorausgesetzt i dass man zur Bestimmung dör Grössen A ^ B , G • . . 
' hit 

A -^ «'ÄS i> 

B — Aa 4- 2ß = o 

C — B« + Aiß — 3y = o* 

D — Ca + Bß — A^ + 4d i= o etc. 

Die elliptische Gleichung^es Mittelpuncts aber ist 

A = m--v=(2€— i«'+^£5+)Sin m 
— (|«"^il«^)Sin2m+... 

/ Setzt man daher die Factoren von Sin m , Sin 2 m , Sin 3 m . . , . 
von beyden Ausdrücken von A einander gleich, und geht z. B. 
bis aiir vieiUen Potenz von e , so findet man 

H2 



den Halbmesser des ersten Epicykels = i 



zweyten 


u 




: 2c 





c» 

A 


dritten 


ß 


, - 


f*' 
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(4 
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vierten 
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c5 
X2 




fiinften 
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Zum Schlüsse dieses Gegenstandes wollen wir uns noch ein 
mit den unmittelbar vorhergehenden Betrachtungen verwandtes 
Problem geben , und die Gleichung der Oberfläche suchen > die 
entsteht , wenn der Mittelpunct einer Ellipse , deren halbe grosse 
und kleine Axe a und b ist, sich auf der Peripherie eines Kreises 
bewegt^ dessen Halbmesser c ist. — Diese Oberfläche kann man 
zuerst , als durch Rotation entstanden , betrachten. Sind nähn»lich 

X = Az und y = Bz 

die Gleichungen der geraden Linie ^ welche durch den Anfangs- 
punct der Coordinaten geht, und mit der Axe der Rotation paral* 
lel ist 9 so ist die Gleichung einer Ebene , die senkrecht auf diese 
Axe^ist, 

Ax + By + 2 = « 

wo m eine willkührliche Grösse bezeichnet. Verbindet mau damit 
die Gleichung der Kugel 

deren Mittelpunct der Anfangspunct der Coordinaten , und deren 
Halbmesser 9 (a) eine Function von a. ist, so drücken beyde 
Gleichungen zusamipen die, eines Kreises aus, wefchen jeder 
Punct der Ellipse während der Rotation beschreibt. 

Nehmen wir aber an , dass die Ellipse anfänglich in der 
Ebene der xz sey , so sind ihre Gleichungen 

y = o 

a' b" = b' z' + a^ (x— c)' 

und da alle vier vorhergehenden Ausdrücke zugleich Statt haben 
müssen , so wird man , wenn man aus ihnen die drey Grössen 
xy z eliminirt, eine Gleichung zwischen a und <f « erhalten, 
wodurch man die unbekannte Form der Function 9«, der Auf- 
gabe gemäss , bestimmen \yird. Setzt man der Kürze wegen . ... 

A = B=o 



\ 



"7 
d. h* die Rotationsajce "gleich* döF Ax0 der z, so erhält man durch 
jene Elimination f 

a'b' = a'V + a' (V'^mT' — c)' 

Substituirt man also in dem letzten Ausdrucke für a die Grösse 
K, und fiir f» die Grösse x' -^-y' + z% so erhält man für die 
Gleichung. d^r. gesuchten Oberfläche . 

L tJberhaupt , sind die Qleichungen der Rotationsaxe 

x= Az+a, y. = Bz + b, ^ 

so ist die allgemeine Gleichung aller durch Rotation entstandenen 
Oberflächen > wenn y eine will kührli che Function bezeichnet, 

(x-a)'+(y-b)' + x' =^ J(Ax + By + z). . . (1) 

oder auch mit partieller Differentiation > 

(b-y+B.)Q-(a-x+Az)Q 

+'a (b -y) - B(a— x)=o . . (U) 
wo der erste Ausdruck das Integral des zweyten ist. 

' Sind daher die beyden Gleichungen 

F=.o>f=o 

einer Kurve gegeben (F und f sind Gleichungen -zwischen xyz 
und Constanten, und die Kurve kann auch von doppelter Krüm- 
mung seyn), und sucht man die Oberfläche > welche entsteht, 
wenn jene Kurve sich um eine Axe dreht , deren Gleichungen 

X == Az -|- a., y =s: Bz + b 

sind, so wird man nur aus den beyden gegebenen Gleichungen 
der Kurve , und aus den beyden folgenden 



Ax + By + Ä = a 1 ^jj. 



die drey Grossen xyz eliminiren , wodurch man eine Gleichung 
erhält, die 9« durch a und andere Gonstanten gibt, also die Form 
von der Function f bestimmt Substituirt man dann in dieser letz- 
'ten Gleichung fiir i uiid 9« die vorhergehenden Werthe in xyz, 
so erhält man die Gleichung der gesuchten Fläche. 



» «. 



• Ist aber die einzige Gleichung F =s o einer Fläche gege- 
ben-, die sich um die Axe 

1 ... 

1 X =s Az + a, y = Bz -f- b 









I 
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dreht, und sucht man die Gleichoiig eitler andern Fläche,, welche 
jene erste bewegliche Fläche in allen ihren Puncten berührt und 
einschliesst, so suche man aus der gegebeiien Gleichung Fs=o 
die partiellen Differentialien 



C-O »^ GO 



uud substituire sie in der Gleichung (II), wodurch man' eine 
Gleichung erhält, die ich durch f = o bezeichnen will. Verbia* 
det man diese beyden Gleichungen 

F=t o, f = o 

mit den beyden Gleichungen (III) , und behandelt m^n alle vier 
wie ;Euvor , so wird man daraus die Form von 9a , also auch die 
Gleichung der gesuchten einschliessenden Fläche erhalten« 

• 

II. Man kann aber auch noch die Gleichung der oben be* 
trachteten Oberfläche auf eir^e andere merkwürdige Art erhalten. 

Die Gleichung der Fläche , welche durch die Rotation der 
Ellipse um die Axe der z entsteht, ist 

a'(x" + y')+b'z'=a'b* 

Bewegt sich der Mittelpunct dieser Ellipse in einer l krum«- 
men Linie , die ganz in der Ebene der xy liegt , und deren Glei- 
chungen sind 

X = u und y = f (u) 

so ist fiir jede Lage jenes Mittelpunctes die Gleichung [der ge- 
suchten Fläche , welche durch die Rotation des EUipsoids ent- 
steht , 



• 



(x-u)' + (y-fu)'+^ =: b' ... (A)l 

.' i • • . • 

Geht aber der Mittelpunct des EUipsoids in der gegebenen 
krummen ^inie um den Bogen 

Vdu'Hh(d.fu)* 

fort , so wird ma^i fiir den einen Ort des Mittelpunctes haben » 
wenn man die Gleichung (A) in Beziehung auf u difiereqziirt ^ 

X — u -I- (y — fu) . .jJL =5 o . . . (B) 

*i du 's' 

und beyde Grleichungen 4> B gehören qfTeifbar der gesuchten 
Fläche an. Eliminirt man daher aus ihnen die Grösse u, so er- 
hält man eine Gleichung, welche nicht anders, als die Gleicl^ung 
der gesuchten Fläche selbst ist. Ist daher , wie vorhin , die Kurve 
in der Ebene der x y ein JLreis, dessen Halbmesser c ist , sohai 
man ' 



"9 

u* + (fo)* m c* 
ftlso audi 

d.fu — a 

du "^'.z ; , • 

y o* — u^ 

Diess vorausgesetxty werden die Gleichungen A und B in folgen- 
de übergeheo 

• « 



X ,— u — (y — V^c'— u") n 

EJiminirt man aus ihnen die Grösse u , so erhält man für die ge» 
suchte Fläche 

wie zuvor. 

m. überhaupt, wenn Fsso die Gleichung einer Oberflä- 
che zwischen xyz und einer Gonstanten a ist, so kann man der 
Grösse a nach und nach alle möglichen Werthe von 

. it =: — oo bis «e SS -f- GO 

^eben, wodurch man eine Reihe von Flächen erhält, die alle nur 
aurch die verschiedenen Werthe von et von einander verschieden 
sind. Die Reihe aller dieser auf einander folgenden Oberflächen 
wird durch eine andere Oberfläche begränzt seyn , welche jene 
alle umscbliesst und berührt , und die wir dfe E i n s c h 1 i e s s e n^ 
de der Oberfläche Fsso nennen wollen. 

Gibt i^an in der allgemeinen Gleichung Fs=o der einge* 
scblosseneii Flädie , nachdem a einen bestimmten >Werth hatte , 
dieser Grösse einen andern sehr weiiig veränderten: Werth 

. << -f- d«» 

so hat man die Gleichung einer neuen eingeschlossenen Fläche , 
die durch ihre Gestalt und Lage nur sehr wenig von der unmit- 
telbar vorhergehenden verschieden seyn wird, und beyde Flächen 
werden sich in einer gewissen Linie schneiden , welche wir die 
Karakteristik nennen wollen. Diese Karaikteristik^ ist aber 
offenbar die gemeinschaftliche Berührungslinie beyder aufeinan* 
der folgenden eingeschlossenen Flächen mit ihrer EUnschliessen- 
den,, und ihre Puncte sind die der ersten Eingeschlossenen , lilr 
^wdche xyz sich nicht ändert, während in ihr 
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«e in «e + dtt * 

übergeht , d. h. also : differentiirt man die Gleichung F = o bloss 
in Beziehung auf a , so gehört die resultirende Gleichung für ,jdie 
Karakteristik , und da diese Kurve auch auf. der ersten einge- 
schlossenen Fläche liegt 9 so sipd. die bey.den Gleichungen der 
Karakteristik 

F sss o . . . (A) 
'^^^^=o,.. (B) 



m- 



Gibt man also in den Gleichungen 
(A), (B) 

der Grösse a nach und nach alle möglichen Werthe , so erhält 
man alle auf einander folgende Karakteristiken , die sich alle auf 
der einschliessenden Fläche befinden^ und aus denen ^ so zu 'sa- 
gen , die Einschliessende zusammengesetzt ist. Eliminirt man da- 
her die Grösse a aus den Gleichungen 

(A),(B) • • • ■ 

SO erhält man in xy z eine Gleichung , und diese ist die Gleichung 
der einschliessenden Fläche selbst. 






Wenn man aber in jenen beydem Gleichungen .. 

(A), (B), - 

nachdem man der Grösse « einen bestimmten Werth gegeben 
hat, (wodurch die Lage, der Karakteristik im. Räume für einen be- 
sondern Fall bestimmt, wird) die Grö3^e. 

ain a ^ A et ' 

• ' ' *• »♦»'.♦ < . . . 

übergehen lässt, so werden dicizwey neuen Gleichungen 

(A),(B) ■ - '■ ■ 

für die. nächstfolgende Karakteristik gehören 9 welch« die vorige 
Karakteristik im Allgemeinen irgendwo m eiaem oder in meh- 
reren Piincten schneiden wird. Diese Durchschnittspuncte sind 
aber offenbar j^nePuncte der ersten Karakteristik^ für welche die 
^ye^the von xyz sich nicht ändern, wenn sich 'in den Glei- 
chungen •' 

' ' (A), (B)) • — - • • •*• :• •: • 

der Wertli von a allein ändert. Daraus folgt: wenn man die tley- 
den Gleichungen . , , ' '.' \\ 

(A), (B) 

bloss in Beziehung auf a differehfiirt , so gehören die beyden neuen 
Gleichungen für die Durch seh nittspun et e beydör Karakteristiken , 
und weil diese Puncte sich auch auf der ersten Katatterislik be- 



finden f weil überdiess die Differentiation von (A) die Gleicbung 
(B) hervorbringt, so hat man £är..iedien dieser Durch^cbnittpuncte 
die drey Gleichungen 

F = o : .- , (A) 
•^ ^^ = o . . . (B) 



(d'FN • 



(C) 



WO tt diejenige alier Karakt^ristiken beslimmt, aaf welcher man 
die Puncte betrachtet, die voii ihrer nächsten Karakteristik ge- 
schnitten werden sollen. Gibt n^an also in den -letzten drey Glei- 
chungen der Grösse a nach und nach alle ihre verschiedenen 
Werthe, so hat ipo^n in xy^ drey Gleichungen , aus welchen [nan 
die Werlhe;vpn x,.y^ z finden kinji V. welche Werthe die Puncte 
der Durchschnitte zweyer nächsten Kärakteristiken angeben wer- 
den , welches ^i|ch der Wertb von a $ey^ mag. iEIiminirt man da- ' 
her ä aus diesen drey GleicKupg^n), so erhält man zwey Glei- 
chungen ip. j^yz phne a^^und diese zwey Glpiphungi^'n werden 
Tiir die Linie gehören , vvelqhe von den auf einander folgenden 
Durchschnittspüncteh aller Kai^akteristikßn gebildet wird , und 
diese Linie wird von allen Karakteristiken eben so berührt, wie 
die einschliessende Fläche von allen eingeschlossenen berührt 
wird. 



• « • I 4 > 



IV. übrigens, wie der Bogen, der Cycloide^ die durch ^die 
Bewegung eines Kreises entsteht , rectificabel ist , d. h. durch eine 
gerade Linie ausgedrückt werden kann > so ist auch die oben be- 
trachtete Fläche, welche durch die Bewegung einer Kugel oder 
eines Ellipsoids entsteht, d^veloppabel , d. h. diese. Fläche kann, 
wenn sie biegsam und >unäusdehnbar angenommen wird, mittelsei* 
ner einfachen Biegung auf einer Ebene ohne Bruch und oh- 
ne Verdopplung ausgebreitet werden. Denn die allgemeine Glei- 
chung ^er ^aeyelöppabien Flächen zyvischen den jJairti eilen Öitte- 
rentialieq der.rpchtwinklichteh Coordinaten xyz isf bekanntlich, 

v«relchem Ausdrucke die Gleichung (i) in II. Genüge tnut. Diu 
endlichen Integrale dieser Differentialgleichung sind 



dt f • • ^^' 
z — V-« = (x— o)_^ J 





Z I 

da 

WO fa und if « willkührliche Functionen einer Grösse a bezeichnen , 



1» 

oder tui^ 



» — « = xfx + y ^ I 

da ^ d« J 



• • • 



(fc) 



oder endlich 



— (y— 9«) -XT"— (*—*«) -T-^ 

da^ da* 



• t 



(c) 



daher ist auch die Gleichung , die man durch die Elimination der 
Grösse a aus (den Gleichungen a , oder b oder c erhält , die Glei- 
chung der developpablen Fläche zwischen endlichen Ausdrücken» 
50 wie jedes dieser Paare von Gleichungen , ohne a zu elimini- 
ren > fiir die Raracteristik der developpablen Fläche gehört , die , 
wie man sieht , eine gerade Linie ist. Verbindet man endlich noch 
mit den beyden Gleichungen (b) das DiSerentiai der zwejten> 
oder 

da» ^^ d«» . • 

oder auch « verbindet man mit den Ibeyden Gleichungen (c) das 
Differential der tWeyteh , oder 

[da* 



o = 3 



da [d a 



da 



/ ^ d\9a . / ' . ^ d*.^ 



Cy 



9«)^-(^-f«) 



da' 



so gehören nach HI. die zwey Gleichungen , welche man durch 
die Elimination von et aus je dreyen dieser Gleichungen erhält , 
iiir die krumme Linie« welche von den auf einander folgenden 
Durc^schnittspuncten aller Karakteristiken gebildet wird. Weiter 
ausgedehnt findet man diese und ähnliche interessiante Untersu- 
ehungen in Monge*s Apjplicatiön de ['Analyse ä lä^ Göometrie. 
Paris i8oQ. 



MMHBHHI 



—IP^PP , P J. ■■ ' ■ 

DRITTES KAPITEL. """nrj^..^ 

Bestimmtiftg 4®' Elemente der Planetea und Ko« ^ * 
roeten aus gepceutrischen Beoi>achtungea. 



Der wesentlichen Eigen^cliaftea der Bahnen der Himmelskörper, 
wodurch man sie von einander unterscheiden kann , oder der 
Elemente dieser Bahnen sind überhaupt sieben: die Grösse 
und l^lag'e. der; grossen Ax^ vidie. Excentjricität, die Ifei- j 
gungder Bahp.un.d: der Qrt ihres Knotens, die Epache j 
des Planeten oder sein Ort in der Bahn fiir eine gegebene Zeit» | 
und endlich die Masse desselben. Die letzte nehmen wir in den 
Untersuchungen dieses Abschnittes , wo wir die Planeten und 
Kometen nur als Püqcte betrachten, oder auf ihre Grösse und 
Gestalt keine Rücksicht nehmen, als unendlich klein gegen die 
Masse der Sonne an. Uui daher die ersten sechs Elemiente zu be-* 
stimmen , werden überhaupt drey vollständige Beobachtungeii 
(z. B. drey geocentrjsche Längen und eben so viele Breiten.) hin- 
reichen^ sechs Gleichungen» zu bilden, aus wejtcnjea man jene 
sechs Elemente , als eben soviel unbekannte Grossen, zu bestim^f 
men hat. Nimmt man an , dass die Bahn eine Par^^nel sey , so 
fällt das erste Element pdier die Grösse der Axe weg ; und nimmt 
man die Bahn kreisförmig an , so fällt das zweyte und dritte Ele« 
ment, oder die Lage der Axe und die Exceiitncttät weg , woraus 
folgt, dass für die Parabel die Aufgabe aus drey vollständigen 
Beobachtungen die Elemente zu finden, eine mehr 4b bestiminte 
Aufgabe sey, und dass für den Soreis schon" zwey vollständige 
Beobachtungen hinreichen. 

Im Folgenden wollen wir die Bezeichnungen. des vorherge* 
henden Kapitels beyliehalten , uud die zu dem heliocenitrischen 
Ort des Planeten gehörigen Grössen mit den kleinen , die zu dem 
heliocentrischen Ort der Erde gehörigen Grössen mit den gros- 
sen römischen Buchstaben , endlich die zu dem geocentrischen'Ort 
des Planeten gehörigen Grössen mit den kleinen griechischen 
Buchstaben bezeichnen. Die rechtwinklichten Goordinaten « welche 
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die Lage des Planeten gegen die Sonne bestimmen, sollen daher 
xyz, seihe heliocentrische Länfge und Breite 1 und b, und seine 
Entfernung von der Sonne r > so wie d die Projection dieser Ent- 
fernung auf die Ekliptik seyn. Für den heliocentrische n Ort der 
Erde werden also diese Grössen 

XYZLBRQ ^ 

seyn, wo wir der Kürze wegen B.^s.c^ al90.^= D setzen. Für 
den geocentrischen Ort des Planeten endlich Verden diese Gros- 

. $^ seyn ,, ,, ,. . •.•,:-.'* r ;.• ' 

V 

' so dass man hat . ; -« -. -- - 

//,"/• '« = X — X 

. .2 = z — Z , • •' 

Dieselbe Grösse fiir eine zw'eyt^ und 4ritt0 Beobachtung 
wollen wir mit eineiiGi' tina 2wey Strichen bezeichh'en y und 

.9 9. ^ .^ _ „ . . ..... j« .. . . .... 

nach der Ordnung di^ Zeiten zwischen der 2. und 3. ,'zwi6<ib^nder 
B. und 5.'^ und. zwischen der i. und 2l Beobachtung nennen. 






§. 2. 



• • Wann uns die Umstände der .ursprünglichen Bewegung der 
HinvnelskÖrjper b^kakmt wären , so könnten wir dahaus sdir' Leicht 
die Elemente ihrer Bahnen nach den allgemeinen Gesetzen der 
Belegung ableiten.: ♦.:... . . 

Ist ä di^faatbe grosse Axe der Bahn , ae ihre Excentncität , 
c die bi^obafcfatende Geschwindigkeit für den Radius Veqtot, r 
Und t die Ze?t söit dem Durchgange. des Planeten d dreh sein Pe- 
rihelitim , 4io ist', wie^ wir Cap. I.. §. '4/N. I. gesehen haben" 



c'==:7*'(i. Lj und , 

' ' ' ■ ^ 

Ist aber G die Geschwindigkeit des Planeten im Anfange sei- 
per Bewegung, wo r = a = i , so ist |C' =s m' also 

c = C . V! J. 

: r a- •■ • . ■ ^ 

' Kennt man also die anfängliche Geschwindigkeit, so erhält 
*man die halbe grosse. Axe aus der. Gleichung 
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und da a in der Ellipse positiv , in der. Hyperbel negativ , und in 
der Parabel unendlich ist , so ist die Bahn eine Ellipse , Hyperbel 
oder Parabel, wenn e kleiner oder grösser, oder eben so gross 

als C . V^i ist 

« 

Sey 9 der Winkel der Tangente mit dem Radius Ve^^tor« und 
ds das Element des Bogens der Bahn , so ist 

dr = ds Cos f 

Aber nach den allgemeinen Gesetzen der Bewegung ist 

ds n X dr , 

0=5 — also c = ■ oder 

dt - dt . Ces^ 



- = ,-(i_i.)c.-. 



Verbindet man diesen Ausdruck mit der zweyten Gleichlmg 

dieses §. so ist 

woraus man die Excentricität findet. 

Die Gleichung der Linien der zweyten Ordnung ist 

Cos V = ^ 

er 

woraus man die wahre Anomalie v, und da die wahre Länge de» 
Planeten durch die Beobachtung gegeben ist, auch die wahre 
Länge des Periheliums oder die Länge von a findet u. s. w. 

§3. 

Allein da uns diese Umstände der ursprünglichen Bewegung 
völlig unbekannt sind, so müssen wir die Elemente, der Bahneit 
aus geocentrischen Beobachtungen auf ganz andern Wegen abzu* 
leiten suchen. 

Für die Voraussetzung' einer geradlinigen oder einer kreis- 
iormigi^n Bahn ist diese Bestimmung der Elemente aus geocentri- 
schen Beobachtungen sehr leicht, wie wir unten sehen werden. 
Aber schon fiir die Parabel , und noch mehr iiir diie Ellipse wer- 
den die zu entwickelnden Gleichungen so zusammengesetzt, 
dass bey dem gegenwärtigen Zustande der Analysis eine directe 
Auflösung so gut als unmöglich ist. Um dies^ kurz für die Para-: -* t 

bei zu zeigen > so wird uns. eine er^^te- Gleichung, die sBedingung > • 



r 
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geben, dass die Bahn des Gestirns in einer Ebene liegt, die durch 
den Mittelpunct der Sonne geht. Ist dieser Mittelpunct zugleich 
der Anfangspunct der drey Coordinaten icyz, so wird die Glei« 
cbung dieser Ebene in den drey Beobachtungen seya 

2 s= ax + by 
x' = ax' + by' 
x'«=.ax- + bf 

Eliminirt man daraus die GrBssen a , b , so ist 

o =x(y"z'— y* z")— x'(y"z— yz")+x"(y'z— yz') . . I. 
un4da J ^:^^:_^ . 

und diese Ausdrücke von x y z ilür die unbekannte Grosse p ^ fi** 
enthalten , so ist die Gleichung I. eine Function Von p p' p''. 
I)a aber 

r' =s= R" + (»' + 2 Rp Cos ß Cos (L—x) 

so ist p eine Function von r , und eben so 

p' von »' und p" von r'' 

io dass also die Gleichung I als eine Function von den drey 
Grössen r r' r" zu betrachten ist. 

Die zweyte Gleichung wird Von d^rBedin^ng gegeben , dass 
die Bahn eine Parabel ist, deren Brennpunct der Mittelpunct der 
Sonne ist« Sind k k* k' die geradlinigten Sehnen zwischen den 
Orten des Planelen in der 2. 3., in der i. 3., und in der i. 2* 
Beobachtung^ üiid ist p der Parameter der Bahh, s6 ist Gap. JI.^ 



5 



und 



P = 



iZ-l^r — V^(r' + *)*-^V 



r"4-r— V'(r"+r)— k" 




Und beyde Ausdrücke einander gleich gesetzt ^ geben die zweyte 
gesuchte Gleichung , die ebenfalls eine Function von t r' y ist , 
weil • 

SO wie k* eine solche Function von r r r" ist. 

Die Bedingung) endlich , dass die von dem Radius Vectbr be- 
schriebenen Räume den Zeiten proportional sind, gibt (a.a.'O.) 



^öt 



il 
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h . y = i [(r" + r + k*)? ~ (r"+ r- k')^ 

WO h eine constante Grösse ist. Auf cliesö Art erhttit man vier 
GleichuT^gen zwischen den drey unbekannten Grössen rr' t'\ 
allein man sieht , dass die directe Auflösuhg dieser Gleichungen 
die Kr'^fte der Analysis , oder doch die Langmuth des geduldig- 
sten Rechners übersteigt. Wie man aber aus den Grössen r r' r" 
die Elemente findet « wird unten gezeigt werden» 

§. 4. 

Es bleibt also nichts fibrig, als unsere Aufgabe auf einem in* 
directen Wege aufzulösen. 

Diese Aufgabe zerfällt in zwey wesentlich von einander ver*« 
schiedene Theile , in deren erstem man aus den geocentrischen 
Beobachtungen die Entfernungen r r' r" oder p p p'% und in der 
ren zweytenman aus diesen Entfernungen die Elemente der Bahn 
ableitet. Wir wollen pns zuerst mit den Methoden beschäftigen « 
w^elche die Geometer für die Auflösung des erstell Tfaeiles gege-> 
ben haben. 

Wir hatten zuvor die Gleichung 

o =a X (y" 2' — y' z") — x* (/z — yz") + x" (/z— y 27 
welche man auch so ausdrücken kann ' 

OÄy(jt'z"— x''z') — y'Cxz"— x"z)+y"(xz' — x'z) 
oder . 

osözCx'y'— x'y") — e'(x*y — xy") + i" (x'y— xy') 

Es seyen f f f die Flächen der ebetifen Öreyecke, zwischen 
dem Ahfangspuncte der Goordinaten, den Radien r r' r'% unc^ 
den geradlinigen Sehnen in der i. 2., i. 3. iind 2. 3. Beobach- 
tung , und ä b c die Neigung der Ebene der Bahn gegen die drejp 
cocrdinirteii Ebenen der 

yz, xz und xyi 

rCosai 
f'Cösb, 
f'Cosc 

die Protection des Dreiecks f in denselben drey Ebenen ) uad. die- 
selben Projectionen sind bekanntlich auch 

f (y'z - yz') 
* (xz' — x'z) 
iCx'y-xy'; 



SO ist 
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Entwickelt mm dieselben Ausdrücke für 

f Cos a, f Cosb, f Cpsc 

und fiir ' 

f Cos a, f Cos b^ f Co« c ' » 

und substituirt sie in den drey vorhergehenden Gleichungen ^ so 
erhält man 

o == fe ~ f x' + f'x" 
o = fy — Fy' + f'y" 

o = fz — f z' + r%" 

und wenn man eben so 

. - F' F F 

die Flächen der geradlinigen Dreyecke zwischen dem MitteTpuncte 
der Sonne, und den Orten der Erde in der i. 2. , in der i. 5.> 
und in der 2. 3. Beobachtung nennt, soöst eben so 

o = Fx — FX' + f:x" 

o = FY — Fr + F'Y" , 

o == FZ — FZ' + F'Z' 

Diese zwey Systeme lassen sich sofort auch auf folgende Art 
liusdriicken , für den Planeten 







o a= f (* Cosx + D 6o$ L) " 

— f (y Cos X' + D' Cos L') 
4- r (6". Cosx" + D" Cos L") 

o = f (« 5in X + D Sin L) 

— f O' Sin X' + D' Sin L') 
. ,+ f (8" Sin x''+ D" Sin L") 

=='f « tg ß 

— f «' tg ß' 
' . +r*"tgß" 

und ßir die Erde 

o = F D Cos li 

— F' D' Cos L' 

+ F" D" Cos L" 

o = F D Sin L 

— FD' Sin L' 

+ F" D" Sin L" 

Der Kürze wegen wollen wir folgende Bezeichnungen ein* 

führen • 

a = tg/3Sin(x" — a.') 

— tgß'Sin (X" — X) 
+ tgß"Sin(x'— X) 



v 



II. 



IV-. 



12^ 

• , A = tgß'Sm(L — X") — tg/8"Sin(L — V) 

B.=i tgß"Siii(Ii — X) — tgß Sin (L— x') 
C = tg /3 Sin (L — ;i') — tg/3' Sin (L — Ä.) 

un4 geht in den drey letzten Ausdrücken v 

L über in L', so soll ABC übergehen in A' B' C 
Xi Xj •••. ABC •••••• A'B C" 

Multiplicirt man die 

erste der Gleichungen L durch (SinV tgß" — SiqX"tgß') 
• zweyte (Cos x" tg ß' — C ös x' tg ß") 

dritte (Cosx'Sinx" — CösÄ^^SinV) 

so gibt die Summe dieser drey Producte 

o ^ r (a5 + AD) — f A' D' + r A" D' 

und eben so * . 

o =fBD — f C«^' + B' B') + f'B" D' 
o == f C D — f Ciy + r (ab*' + C D') 

Sucht man aus den beyden ersten der Gleichungen III. die Wer- 
the von b und d\ so erhält Jüan 

-*-==— + emem Reste « 

8' B' f 

und dieser Rest ist von der Ordnung] 

(AB' — A'B) 

. • * • 

also bey kleinen und einander nahe gleichen Zwischenzeiten S 5" 

. A'.r . . 

gegc>n den Quotienten — ^ in einer ersten Annäherung ohne Nach- 

B' f 

theil^ tn vernachlässigen. Es ist daher 

V B'f 

und eben ^o a 

S "*" A' f ' 

. ü^t endlich t die Zeit zwischen einer willkührlich gewählten 
JEpoche utid dem Augenblick der zweyten Beobachtung, so ist 
bekanntlich , wenn x y z die vorhergehende Bezeichnung hat , . 

■ "" ^ * dt ' Jk . 2 * dt" "*" 

dt ~ i.a Uf ^ j, 

'II. .. ? 



tSo 

und Hhnliche^ Ausdrücke wird man auch fUr yy" und zsd^ 
haben« 

Ist aber''(I. Gap. §. 40 ^^S /** =^ 6.4711628, so ist (a. O. 

N. 1) 

d'x' jj.*x' 

dy _ _ £y^ 
dt*" 1/5 

Ist also, wie zuvor, c die Neigung der Ebene der Bahn gegen 
die Ebene der xy , so ist 

2f C6sc'=x"/^x'y"=Pl A~ £i'^ 

^ -^ dt V 6r" y 

und eben so > 

a f Cosc= x"jr-xy''= P£' A - ^^ ^ ^' 

' ' dt V^ 6r" / 

a rCosc = x'y - xy' = fÜY. - £21*^ 

' ' dt V 6r" ^J 

wo p s=s y' dy' — x* dy' ist. 

Das Vorhergehende reicht hin die vorzügKchsten der bisher 
gegebenen Auflösungen unsers, Problems aus einer Quelle abzu- 
leiten. 

I. Setzt man in den Gleichuxigen III. für 

fr ' ' 

T' 7 

annähernd die Werthe • , 

so erhält man daraus die Werthe ^djfi 

b g b'\ 

Die bekannte Gleichung 

r" =D" + 6'" See» ß' + 2 D' 5' Cos (U -^Ti!) . . VI. 

gibt dann den Werth von r', und mit diesem Werthe von r' er- 
hält nian aus den Gleichungen V richtigere Werthe der Grössen 
f f f, mit welchen man wieder aus III. richtigere Werthe von 
h . . sucht u. s. w. , ein Verfahren , welches sich fortsetzen lässt. 
Diese erste Auflösung ist von Lagrange und von Dusejour wei- 
ter ausgeführt. v * 

Der Nachlheil dieser Auflösung besteht darin , dass der Feh- 



• 
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1er den man begeht « indem man 

lur — . 

i> f 

setzt , für kleine und beynahe gleiche Zwischenzeiten , die hier 
vorausgesetzt werden, in dem durch die Gleichungen. III. abge- 
leiteten Werthe von 6.,, vergrÖssert wird, wie man sich 
leicht überzeugen kann. 

II. Substituirt man in der zweyten der Gleichungen IIL die 
Werthe von 

— und— aus V. • 
ff. 

so erhält man v 

«y=-BD'+5151^^:+lH fi + Jfli:£:^.. vn: 

und diese Gleichung mit der VI. verbunden , gifct die Grössen r' 
und b\ und die Gleichungen IV- mit V. geben dann 6 und 6". 
Diese zweyte Auflösung) auf welche wir unten wieder zurück- 
kommen werden ^ ist von Gauss in der Mon. Corr. bekannt ge-- 
macht worden. 

III. Die zweyte der Gleichungen III. ist 

a f ö' = BfD — Bf D -h B f'Ü" 

Aber es ist noch , wie man leicht findet , analog mit diesem. 
Ausdrucke \ 

o = BFD — B'FD' + BT^D" 

Substituirt man für fff ihre Werthe aus V., und substituirt man 
in dem ersten Gliede der ersten Gleichung , da es schon in die 
sehr kleine Grösse ot multiplicirt ist , ^ statt f, so gibt die DifFe- 
renz beyder Gleichungen 






1 (B D 5' —B' D'y^ + B" D" 5"^) ^-i- L^ 



und diese Gleichung mit VL verbunden gibt nach der Elimina- 
tion von d' folgenden Ausdruck . 

D'^r'«(r*' — D'*) 

— 2TD'^ r'' Cos (L'~Ä,')(r'' — D'^) 

— T* See ' ß' (r''— D")' = o 

wo der Kürze wegen 



T =JL (BD;^' — B'D'3'' + B'D";^'^) ist, 

6 «3 



X % 



IÖ2 

Da diese Gleichung sich durch (r'— D') dividiren lässt, so ist 
sie flirr des siebenten Grades, und sie enthält die dritte Auf- 
lösung, die Lagrange bekannt gemacht, und in seiner neuen Aus- 
gabe der M^canique analytique wieder aufgenommen hat. Ein« 
andere, minder vorzügliche , gab er in den Berl. Ephem. fiir 178a, 
womit man Berl. Jahrbuch fiir 1789 pag. 197 vergleichen kann. 

ly. Setzt man 

also 

6" = m5 , 

so hat man analog mit Vi« 

^MfX r' = ir + 6' See' /3 + 2 D Ä Cos (L — \) C.^ ^'Ü 

" r'"'= 1>'^+ m* b' See' jS" + 2 m D"« Cos (L"— X") 

und fiir die Sehne k zwischen den bejden äussersten Beobach* 
tüngen 

k« = (»" _ X)- + (y" ^y)- + (z" - zy 



oder 



jn 



k' = r« + r' 

— 2 m Ä" [Cos (A.— X") + tg^ tg/3"] 

— 2 m D Ä Cos (x'*— L) 

— 2 0" 6 Cos (;i — L") 

— 2DD"Cos(L — L") 

und diese drey Gleichungen, verbunden mit dem bekannten Aus«- 
druck fiir die Parabel 

6;i»' = (r*' + r + k)a — (r"-|-r — k)» 
wo j» = 9.017202 

geben die vier unbekannten Grössen 

r r"Äundk,, . 

und diess ist die vierte Auflösung unsers Problems 9 die also 
eine parabolische Bahn voraussetzt; dieselbe, welche Olbers be- 
kannt gemacht hat ' 

y. Die ^Bweyte der Gleichungen III ist auch 
ab' =- B'D'+ B".^^P" + B^P CL±IL\ 

Setzt man 

P = -1 

^' 
unij 



i33 
^ hat man 

Ist aber S' die Elongation in der zweyten Beojbachtung , und 
%* die jährliche Parallaxe , so ist 

Cos 3' = Cos ß' Cos (JC — L') 
, -., Sin3' 

Sinz' 
y_p, CosP^Sin(3^-f.»0 

Sin z' 

Substituirt man diese Werthe von r^^in der Gleichung VIII. 
und setzt man der Kürze wegen 

lg ff SS —11« i I » IIa II , I ■■ 



«. Cosß'€os»' 

und 

B' IK 

C =s 



A + J!^ Cosß' Cosy^ 



B D Cos 9 
so erhält man 

iD'^ Sin'^' ^ P + B" D" 

BD 

Setzt man aber, um noch mehr abzukürzen , 

Sin 9 

tg«=>^''"^^>>- co77 



C s= 



BD 

1 



äD'* Sin» 3' Sin IT 

so wird die letzte Gleichung 

c. Q, Sin oo Sin V = Sin (z'— oo — ff) . . • (IX.) 

und auf dieser Gleichung beruht die fünfte Auflösung unseres 
Problems, die Gauss in seinem Werke, Theoria mot. corp, coe- 
iesttum bekannt gemacht hat. Übrigens sieht nian leicht , dass^ 

A Cos ß' Cos ßT 

gleich dem sechsfachen Volum der Pyramide ist, deren Scheitel 
in der Sonne , und deren Basis das Dreyeck ist , welches von der 
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Erde in der ersten , und von dem Planeten m der zweyten und 
dritten Beobachtung an der Fläche des Himniels gebildet wird» 
und so für die übrigen 

B Cos ß Cos ß" , C Cos ß Cos ß' . . . 

vorausgesetzt 9 dass der Halbmesser der Kugel gleich der Ein- 
heit ist. 

§. 5. 

Wir wollen zuerst die vierte dieser Auflösungen näher be- 
trachten. Hat man aus den iq IV. gegebenen vier Gleichungen 
die Grössen 

r r" * k 

durch irgend eine der .bekannten Methoden (IJ. Cap. I. §. 8.) 
also auch b' = md gefunden, so findet man die parabolischen 
Elemente des Kometen auf folgende Art. 

Die heiioceatrische Länge und Breite 1 b und 1" b'^'in der 
ersten und letzten Beobachtung findet man aus 

+ rCosb CosCL — 1) = *Cos(L — X)-|-D 
rCosb Sin (L — 1).== jSin (L — X) 
r Sin b = d tg ß 
und 

r" Cos b" Co^{L" — 1") = b" Cos (L" — \")+J)'' 
r" Cos b" Sin (L" — = 6" Sin (L" — ;i") 
r" Sin b^' =: 6'^ tg ß" 

und die Übereinstimmung der Werthe von r r" aus diesen Glei- 
chungen mit den schon früher erhaltenen wird tur Prüfung ddr 
Rechnung dienen. 

Ist nun S\y die Lai^ge des aufsteigenden Knotens, und n die 
Neigung der Bahn , so ist 




±tgb = tgnSin (1 —S\) \ 
±tgb"=tgnSin(r— ^) / 



t)der 



(b) 



, ±tgb=tgnSin(l — a) 

±^^^^^-^«^^-<^"-"^)=tgnC9s(1-^) 

Sm<l'' — 1) ^ "^ ^ "^^ 

aus welchen beyden letzten Gleichungen man 1 — S\ oder ^ 
und n findet, das obere Zeichen, wenn die Bewegung des Kome- 
ten direct , das untere, wenn sie rückgängig ist. Sind dann v v'' die 
Längen in der Bahn , so ist 



/ 
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Co*n 

Cos n 
wo man 

in denselben Quadranten nehmen muss» m welchen 

liegen. 

* 
Ist dann od die Länge des Periheliums ^ und q die Distana 

des Periheliums vom Brennpuncte, so ist (Cap. IL (• lo) 



Vq » V' 

^. Sin iii^=cotg!::-^_ ' \(^^ 

Vi « i_ smj:!ln:vr" 

Endlich sucht man aus Barkers Tafel IL Cap. §. 9. die mitt- 
lere Bewegung M und M" 9 die der wahren Anoiüalie v— «o , v'^ — w 
oder OD — v, co — v" entspricht (durch die Gleichung I. §. 9.), 
so ist, wenn T die Zeit des Durchgangs durch das Perihelium 
bezeichnet > 

T = Zeit der ersten Beob. -4- M nq» 

j 

=Zeit d. dritten Beob. ^ M" nq» 

wo 

log n = 0.0498723 

und die obem Zeichen gelten, wenn bey directer Bewegung 
V ^ CO, v" ^ öJ, oder wenn bey retrograder Bewegung v «^co, 
y" ^ «> ist. Die Übereinstimmung beyder Werthe von T gibt die 
zweyte Prüfung der ganzen Rechnung. 

I. Ex, Für den Konteten von 1799 hat man folgende drey 
Beobachtungen, die an einem Mittagsrobre und an einem Multi- 
plicationskreise angestellt wurden. 

mit Z. Paris 

1799 Aug. 3o. . . . ji*q'42" Ji = i25"48'3q''3 ß =4i' 63'52''a 
Sept. 2. .. .10 36 8 Ä,' = i32 53 48.5 ß' =45 54 48.1 
Sept. 4. ...10 7 5t r=i38 56 3i.9 /5"=48 3a 27.8 

L =337'' 29' 8".7 R = 1.0087218 
L' =340 22 26.9 R' = 1.007999U 
L"=342 17 47. ö R" := 1.0074054 



136 . 

» • ■ * ^' 

al io 

S = 1.980350 Taget 

»' = 4.^7049 

»"r= 2.976690 

also nach §. i. lY. 

^ = X = 9-7Ö7752 

und jene vier Gleichungen 

r' = 1.01752 -^ 1.71693 d + 1.80493 a* ' 
r'-' = i.oi5o3 -^ 1.46724 d + 1.41664 ö' 
y = 0.00716 i— 0.04759 b 4. 0.08627 6' 

.35.84319= (ptL:tlj:^(p::^y [ 

Diesen Gleichungen thut sehr nahe genug 
b = 0.71469 



woraus 



also 



r = o.84|p^, r** te 0.8346 

k := o.i3i7, 6" =s in6 = 0.562998 



1 = 2o« 3-^' 4o''8 
b = 49 2d 23 . 1 

r = 6" 45' 3i 



b" = 49 46 4?.9 
also der Komet rückgängig. 

Daraus folgt 

<Q = loo« 5i' 53"4 
n s= 49« 5i' 7"9 

und die Argumente der Breite 

V — A = 83- 4o' g^e 
v" — a == 92° 38; 55'^o 

und d^aus Länge des Perihelium» 

cö = 4*^ 32' 8"2 

kürzeste Distanz 

q = 0.833741 

wahre Anomalie in der ersten Beobachtung 

, V = 12» 39' 35"6 

also wenn T die Zeit zwischen der ersten Beobüchlung und dem 
Dur(:hgang durch das Perihelium ist 



.57 






' =6.97118 Ä 6» 23^ 18' So" 
• So. Augu st 1 1^ q\ 42'' 

Zeit d. Durchgangs durch d. Perihel. 10" 28' 12^* d. 6. Sept. 

Ex. II. Für den zweyten Kometen von 181S hat man fol« 
gende Beobachtungen in Göttingen gemacht 

iSiS mit. Zeit Göttingen sch'einb. AR. scheinb. Ded. 

April 7. .. i3^i2'2" .. 271'* 7' 1/3 + 5^34'36"jr 
i4* • . i3 7 36 •.. 266 44 5.5.. — - o 33 o.Ö 
21. •• 14 23 o ,. 256 3g 19.3.« — 12 57 56.Q 

woraus folgt 



Zeiten 7.55oo2 X = 271« 16' 38 ß = 29 8 o 
14.Ö4694 V s= 266 27 22 ß' = 22 52 18 
21.59931 X" = 256 48 8 ß*' B 9;5S i2 

und fiir dfeselbe Zeit hat man 

L := 197 47 4> log D = o.ooogi 
L' = 204 38 45 log D' = 0.00175 
L" Ä 211 3i 25 log D"=s 0.00200 

Damit findet man aus §. 4* N- IV., 

log m* == 9.76799 

und damit aus den vier Gleichungen 

log ö = 9.80364 log r = 0.18900 
log ö" = 9.56163 log r" = 0.11070 

Dann geben die Gleichungen de3 §. 5 nach der Ordnuq|[ 

1 = 225° 4' 22''. ' 
r= 223 6 55 
log r= 0.13896 

b r=: 14 5l 
b" == 2 49 2J 
log r'' =s 0.11068 

. ^ = 42* 40' 8" 

n = 81 1 3 

V = 237 43 7 

v" = 225 3i 32 
, a> == iQf 37' 5i" 

log q = 0.00469 



und 



T = 49.518 = 49.517 
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also Zeit ^es Durchgangs 4^6 Kometen durch das Perihelium 

May 19.0175 

Sucht man mit diesen EleiAenten den geocentrischen Ort 
s (nach Gap. iL §. 6) für die Zeit der mittleren Beobachtung > so 
findet man 

\' = 266^ 27' iS" also 7" zu klein 
ß' == 22 &2 lö genau. 

lieber die vortheilhafteste Art , Kometen aufzusuchen , seh* 
Berl. Jahrb. 1809 P* ^^^' ^^ treffliches Muster ihrer Berech^ 
nung aber ibid. löio. p* 88. 

§.6, 
In §. 4. N. n. hatte man 
a 5= — - -4p. . 1 1 + I 

und eben dort N. III. war 

o = BFt)— B'FD' + B'F'D" 

Substituirt man in der letzten Gleichung aus §. 4- Gleichung V. 
den Werth von 

^ ^ 11- ^« \ 

$. w. 



SO kann man dieselbe nahe gleich 



o = BD5 — B'D'i^' + B''D''5'' ~ B\0'»' . L^ 

setzen. Substituirt man also den Werth von 
Bb5 + B''D''d'' ' 

aus der letzten Gleichung in dem vorhergehen dei^ Werthe von ä ^ 
so erhält man, wenn man die höheren Potenzen von /*' weglässt , 



a 



-f^-^^^,, (A) 



und verbindet man diese Gleichung mit der folgenden 

r'^ = D'^+y' Sec^ /¥ -f- 2 D' 6' Cos (L' — «l') . . (B) 

$0 kann man aus diesen beyden Gleichungen die Werthe der Zwey ^ 
unbekannten Grössen r' b' finden , und dann ist 

« = — i . 56' 

B' i^ 

und 

"" B' * 3'^^ 
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Ex. Wir wollen folgende drey Beobachtungen der Vesta zu 
Grande legen : ^ 

^ iBo*^. Tnittl. Zeit Pari« y 

54ApTilQ'' 5' i6"5 x'=i74» 7' SS^s ß =+ ii«37'2r.i 

SgAprilS 43 48.2 V == 173 44 2i.3 ß' == 11 19 42.6 

4May 8 22 5i.2 7C' = 173 33 33. o ß" = ji o 39.2 

L =213» 42' 55''5 log D :;= 0.0028540 
L' s 218 53 22.4 log D' i=z 0.0034240 
L"= 223 23 i5.5 log D"==: 0.0039670 

also 5 ts 4.9855208 Tage * 

B^ = 9.9705405 

3" = 4.985<>'97 

log ft = 5.3424727 
log A = 7.6214048 
log A' = 7,653743q 
log A";= 7.6808883 

log B = 
log B' == 
log B" = 

log C = 
log C = 



.93685o4p 
.9651452. 

.9887417. 

.6514234 
.6756950 

.6956918 



log C" = 
Daher geben die beyden letzten Gleichungen (A) und (B) 

r" = 1 .0158930 + o. 2553219 b' + 0.0170896 y * 

' ^ — = o.64836i6 

wo die überstrichenen Zahleq ^chon Logarithmen sind, 

Aus diesen beyden Gleichungen folgt 

log r' =: 0.3477013 
log 6' = o .1390755 

und darauf 

log d = 0.1286815 
log 6" = 0.1506780 

Man sieht das ähnliche Verfahren mft dem des vorigen §. 
Auch-hier erhält man nähmlich die ersten genäherten Werthe von 

r' b b' 6" 

aber ohne die Voraussetzung einer parabolischen Bahn , datier 
die gegenwärtige Bestimmung dieser Grössen zur Auffindung- der 
ersten genäherten elliptischen Elemente der Bahn dienen kan n , 



Aus b rnid b*' der ersten und letzten Beobachtung findet rüuu 
titoilich durch die Gleichungen (a) des §. D^ die heliocentrische 
Lage des Planeten 

oder 1 b r und 1" b" r" 

und daraus die Länge fl des Knotens , und die Neigung n der 
Bahn au^ cfen Gleiciiungen b l welche man auch so ausdrücken 
, kann: 

tg b" tg b 
tgn=s 5 , :5= ^*2 

wo tan,g n positiv oder negativ ist , wenn die auf die Ekliptik re-^^ 
ducirte heliocentrische Bewegung direct oder retrograd ist Ist so 
tt und S\ bekannt, so erhalt n^an das Argument der Breit« u u" 
durch folgende Ausdrücke 

tgu= 21 — tu 

Cos n 

M. Sin b 

Smu SS -— ^ 

8ina 

Cos u s Cos b Cos (l— ^) - 

tg u" = »«(1"-^) 



Co« n. 

Cos u" = Cos b" Cos 0"-^ ^) 
«;, („^_^..j - Sin r-l-l-^s Q) Co,b^ Co«b 

Cos n , 

tf. . „ V Sin(l''— 1) Cosb" Cosb 
Sin (u — u) =: ^ ■ ^ 

Cos u 

un4 nun ist man in den Stand gesetzt , die elliptischen Elemente 
SU bestimmen, denn die beyden schon gefundenen n und f^ be- 
ziehen sich bloss auf die Lage, nicht aber auf die Gestalt der Bahn. 
Ehe wir aber zu der ^Bestimmung dieser Elemente übbrgehei;! f 
wollen wir zuerst noch eine Methode geben , die Werthe von 

n , Jf^ , und u ^ — u ^ 

unmittelbar zu finden. 

Sind x' y' z' 

die Goordinaten des heliocentrischen Orts des Planeten , tmd x' 
in der K.notenlinie ) so ist 
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x' =5 r Cos u 

y' =. r Sin u Cos n 

z' 3= r Sin u Sin n 

Wählt man aber andere Coqrdinaten 

X y z 

wo die Axe der x in der Länge N , und die der y in der Länge. 
N + 90 liegt, und z endlich senkrecht auf der Ebene der xjr steht, 
wofiir wir die Ebene der Ekliptik annehmen ^ so ist 

X = y Sin rN ~ ^) +\' Cos (N — a) 
y = y' Cos (N - a) — X' Sin (N — ^) 

Substituirt man in diesen Gleichungen die vorigen Werthe 
von x' y', und entwickelt man die ähnlichen Ausdrücke für x"y"z'' 
der dritten Beobachtung, so erhält man 

y"z — yz" = rr" Sin (u"— u) Sin n Sin (N— Sl) 
xz" — x"z = rr" Sin (u" — u) Sin n Cos (N ~ ft) 
xy" — x"y = rr" Sin (u" — u) Cos n 

und da , wenn b ö" bekannt ist , auch x \'* . . bekannt sind , so ge- 
ben die zwey ersten dieser Gleichungen 

(N -- ^) und rr" Sin (u" — ü) Sin n 
und die dritte 

n und rr" Sin (u" — u) 

Liegt X x'' in der Linie der ^achtgleichen , so ist K =;: o als« 

xz" — y"z = rr" Sin (u" — u) Sin n Siii 
xz" — x^'z = rr" Sin (u"— u) Sin n Cos 
xy''_x''y = rr" SinCu'—u) Cos n 

ist die zweyte Beobachtung, zu dfer x" y" z" und u'' gehört, 
nach der ersten angestellt, so ist u" ^ u. Weiss man alsd, dasfr 
u"' — u -< 180* ist , so. ist die Grösse 

rr^SinCu''— u) Sin n 

positiv, also kann man auch die Gross« (N-— ^) ohne Zweydeu* 
tigkeit in ^Beziehung auf ihr Zeichen bestimmen. Ist dann 

xy" — x"y 

positiv oder negativ., so ist die Bewegung' des Planeten recbt^^ 
oder rückläufig. Ist aber unbekannt , ob u ' •— u kleiner odet grös- 
ser als 180°. ist, so kann man aus diesen Ausdrücken nur über- 
haupt die Länge der Knotenlinie finden, ohne den auf- oder ab- 
steigenden Knoten zu unterscheiden. DerWerth von n endlich ist 
immer positiv, und nie grösser, als it3o. Ist aber.n grösser als 
90 , so ist die Bewegung oes Planeten rückgängig. Übrigens kabn 
man noch bemerken, dass so, wie Cos n der Cosinus der Nei- 
gung 4er Bahn gegen die dritte Ebene der x y ist , das$ eben so 
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Sinn Sin (N — i^) 
und 

Sin n Cos (N — ii) 

die Cosinus der Neigungen der Bahn gegen die beyden andern 
Coordinirtcn Ebenen sind , so wie 

rr" Sin (u" -^ tl) 

die doppelte Fläche des ebenen Dreyecks ausdrückt , welches zwi* 
sehen den beyden Radien r r" enthalten ist, so wie endlich 

xz" — x"z 
xy — X y 

die doppelten Flächen der Projectiöneh jenes Dreyecks auf die 
drey coordinirten Ebenen bezeichnen. 

§• 7- 

_Aus den gefundenen Grössen r r r" , deö Differenzen der 
Argumente der Breite ,^oder den wahren Anomalien und der ge- 
gebenen Zwischenzeiten lassen sich die elliptischen Elemente auf 
verschiedene Art bestimmen. Man findet diese Methode in dem 
vortrefflichen Werke: Theor. mot. corp. coelest. von Gauss Lib. L 
Sect. III. Unsere Absicht kann es nicht seyn, den ganzen Reich- 
thum dieses Werkes hier zu erschöpfen , wir beschränken uns da- 
her nur auf einige der vorzüglichsten Auflösungen dieser Aufgabe. 

L Wir wollen sehen , wie man aus der Differenz deir 
wahren Anomalie v ■— V/= .2 h, den beyden Radien r* r und 
der Zwischenzeit die elliptischen Elemente ddr Bahnfmden könne* 

Sejr 

e' — e =s 2 g 

die Differenz der beyden exzentrischen Anomalien , so ist y wenn 
a die halbe grosse Axe ^ und a e die Excentricität bezeichnet , 

— =3 1 — f Cos e > ' 



also auch 



r'-l-r = 2a~2aff Cos fÜJl Cos g 



/ 



Aber man hat 

.Sin 1= Sin ' V/iiÜi 

2 2 ^ r 

und 



»4S 



/ r--. ▼ _ r«. • »/••(»—») 



Cos 



: = Co8? V^M'-V , 



also ist 



oder 



Cosh = Cos - Sin I + Sin - Sin 1 



i!ll . Gos h « Cos g ~ € Cos fl±! .• 1 



Substituirt man diesen Werth von 

t Cos ■ 

2 

j 

in der vorhergehenden Gleichung^ so. ist 

^ (rr') Co^li + V rJf'Cos^h 4- sa j(2a — r — r') " 

LiOS g — . 

2 a 

oder 

r H- r' — 2 Cos 1i Cos g y »■ '^ tt 

s Siti *g 
Ist ferner t die Zwischenzeit, und /i =s 0.0172021 , so ist 

Li = e' — e*— t (Sin e'— Sin e) 
a"» 

= 2 g ^p— 2 r Sin g Cos 

und wenn m^n in dieser Gleichung den Werth von 

< Cos aus I. 

substituirt, 

i^*, = 2g— Sin2g4-2Cosh,Sing )/!Jl 

3. a* 

a" 

oder endlich, wenn man iiir.a den Werth dieser Grösse aus II. 
substituirt , und der Kürze wegen 



+•2 1 



2 Cos h 

ijnd 

{j. t 



MV — SS m aetKt, 

^aCosb.yrr'J* 
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;j: m = (1 + Sia' I) 



WO m das 4>bere oder untere Zeichen hat , wenn Sin g positiv oder 
negativ ist. 

Die Gleichung III enthält bloss die unbekannte Grösse 

g sp ■ ) 

2 

tnan kann daher aus ihr diese Grösse bestimmen. 

Um diess bequemer thun zu können , sej 

x=Sin'i^g 

io ist die letzte Gleichung 

■ 

+ m == (1 + x)"* V 

Sin^g 

lo ist, wenn man diesen Ausdruck difTereiitiirt^ 

2 (x— x") ; iZ = 4 — (3 — 6 x) X 

d X • 

Setzt man also .' ' 

so erhält man , wenn man diesen Werth von X und sein Diffe- 
rential in der letzten Gleichung substituirt , und die Factoren' der 
gleichen Potenzen von x. gleich setzt, 

5^'. 7 9 ** 

ÄÜo ' 

X= 1 + Ü x+ i^ X^ + 4;^£22 X» + 
^ 3. ö 3. 5. 7 3. 5. 7^ 9 

Setzt man also 

X = ' so ist 

7 - -2.(x-|) 

^ 5 . lo 



fiT^oX 
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Aus dem letzten Ausdrucke wird man für jeden kleinen 
Werth von x die Grösse § leicht finden. Substituirt man nämlich 
in- ihm den vorhergehenden Werth von X , so erhält man , wenn 
man die fünften und höhern Potenzen von x weglässt , 

5 = 0.0571429 3^ 
-4- o.o35oibÖ X 

-j- o.o2o54*7X* , , . (A) * 

Ist aber x beträchtlich grösser , so wird man zur Berechnung 
von I folgendes Verfahren vorziehen. Es war 

^ ' «r 5X 10 

09 



und, der Zähler dieses Bruches vtrird, wenn man den oben gefun- 
denen Werth von X substituirt, gleich 

±x\A 

io5 
WO 

A=i +— x+!±ifx-+l±ilüxJ + 

9 ' 9* li 9* 11^ i3 

% 
also ist auch jener Zähler 

xX — 1X+ !?== JLxVA . 

6 ' 9 io5' 

oder , 

X = — ( I — -iL A x' ] und daher 

3 V. 175 y 

6 
1 -— - x 

5 



5=lAx'. fi-!0 



1- ^*_Ax' 

Eine andere Bestimmung von ^ s. m. Theor. mot. pag. 97: 
Unsere vorhergehende Gleichung ist aber 

/ ^ -^ + (1-4- xf 

m^Q + xy 



4 »« 

Setzt man daher 

n. IC 
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und 



!i = V 1 + x 

7 



h' = 



m' 



^»m 



1 + 1 + 5 



$o Wird jene Gleichung 

h'= ^^ i-^ ... (IV) 

9 + y 

Da nun | immer nur einen gegen die Einheit sehr geringen 
Werth hat 9 so wird die Auflösung unserer Gleichung folgende 
seyn : Man vernachlässige in einer ersten Näherung diese Gross« 
g gänzlich, und setze 



h'= 



m* 



1+1 



6 

dann suche man y aus (IV^ 9 ' 

und 

i CS ^' — 1 

y 

Mit diesem Wcrthe von x suche man ^ aus (A) , und damit h' aus 



h' = 



m' 



>A* 



l + l+S 



und y aus lY) und wieder x aus 



— 1 



und mit diesem neuen Werthe von x kann man wieder § aus (A) 
suchen 9 und das Verfahren so lange fortsetzen , bis der neue Werth 
von X von, dem unmittelbar vorhergehenden nicht mehr verschie- 
den ist. Hat man so x^ so ist auch g aus der Gleichung 

X = Sin* f g 

bekannt. Bequemer wird diese Auflösung , wenn man eine Tafel 
hat, die für jeden Werth von x den entsprechenden Werth von 
^ gibt, und dieser kann man noch eine zweyte Tafel hinzufügen, 
die für jeden Werth von h' den Werth von y aus der Gleichung 
IV gibt. 
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Ex. Sey h = 3i« 27' 38"32 
log r = 0.4282792 
log r' t= 0.4062033 

t = 259.88477 Tage, 
so ist 

log m* =: 9.353o65i 
und 

1 = o. 08635659 

und der erste Werth von 



m* 



h'=.5 =? o.245<45l 

also 

log y' = 0.1722683 
X = 0.06627749 

und daraus ' 

^ = o.ooo253i 

also der verbesserte Werth von 



m» 



h*= 7 ; = 0.245077g 

^ l+l + S 

und daraus 

log y* = o.i7223o5 
f X s= 0.0652907Ö 

und wieder 

5 = o. 0002532 

wobey man stehen bleiben kann , da dieser Werth von ^ von dem 
vorhergehenden nur sehr ivenig verschieden ist. 

Hat man einen ersten genäh*erten Werth von y« so kann man 
aus der Gleichung IV, für zwey angenommene Gränzen von y 
den Werth von h' suchen , zwischen welche dann dei* wahre Werth 
von y fallen wird. So ist für dieses Beyspiel 

h' logy' 

0.245 0.1721887 
0.246 0,1727210 

und eben so 

X . . • I 

O.o65 O.0OO25oQ 

0.066 o.ooo258o 
II. P^achdem nun so 

R = *' — 

2 

K 2 . 
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gefunden ist , hat dit Bestimmung der elliptischen Elemente kei- 
ne weitere Schwierigkeit. Man findet nämlich die halbe gross« 
Axe aaus der Gleichung IL, d. h. aus der Gleichung 

2(1 H- Sinnig) Cosh.y^rr' 



a = 



4*. 



oder auch aus 

_ am* Cos h . V^rf' 



y» Sin'g 



4y' ri/ Co»'h billig 

die kleine halbe Axe b = y ap findet man aus 
b Sin g = Sin f. V^rr 



oder 



V^P 



y rr' Sin 2 h 



Ist 

also 
so ist 



e = Sin f 
b = a Cos 9 



Cos 9 = 



_ Sing tgh 



2 (IH- Sin» ig) 

Verbindet nian ferner die Gleichung I mit der bekannten- 
r' — r = 2 a ff Sin g Sin *^. 

2 

und mit der oben angeführten 

r+f=: 3a-~2a'e Cos ^. , Cos g • 

2 

so erhält man 

e'H-e (r' — r)S;ng 



tg = . ; —^ 

2 * (r'4-r)Ca«g — 2Cosh.Vrr' 

und eben so findet man 

v'H-v (r^ — r)Sinh 



tg 



2 Ä Cos g Vrr^--(P^+ r) Cos h 

Da wir früher schon 



tm. = h 



2 

und jetzt 
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kennen , so haben wir auch die Werthe von y und v* ^ woraus man 
sofort die Lage des Periheliums findet. Endlich ist die mittlere 
Bewegung während der Zeit t > aus dem Vorhergehenden , gleich 

JL = 2g — 2»CosJl±lSing 



3 
a T 



und die Gleichheit beyder Ausdrücke wird als Prüfung derRech- 
.nung dienen. Endlich ist die Epoche der mittlem Anomalie ^ die 
zu der Mitte zwischen beyden Beobachtungszeiten gehört 

«-JL — — . r Sin Cos g 

2 2 

und die mittlem Anomalien sielbst 9 die fiir die beyden Zeiten gehö- 
ren, sind 

M = e — ff Sin e 
und 

M' = e' — ff Sin e' 

4eren Differenz daher gleich 

ttt 
--T .seyn muss. 

aT 

III. Man bemerke noch , dass der^ elliptische Sector zwi-' 
jschen r, r und dem elliptischen Bogen gleich 

f ;it . \^ p ^ . 

und das Dreyeck zwischen r r und der Sehne gleich * 

j r r Sin 2 h 
ist, dass man also hat 

Sector u.t \/ p , 

■ , = —L 1 L__ =f y 

Dreyeck r t* Sin 2 h 

Ist daher y" dieses Verhältniss des Sectors zum Dreyecke in 
4er 1. und 2. , und y in der 2. und 3. Beobachtung, so ist , 

da rr' Sin (v — v) == r r' Sin 2 h" =^ P ist, 



und 



also auch 



f~ 3.y" 



Weiter ist die Gleichunjp der Linien der sweyten Ordnung 
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— = 1 -f- g Cos V 



r 

P. = l+egoSY' 

^ = 1 + . Cos V*' 

MulUplicirt man diese Gleichungen nach der Ordnung durch 
Sin (v" — v')> — Sin (v" — v) , Sin (v' — v) 
so gibt die Summe dieser Producte 

Sin (v" — v') — Sin (v" — v) -f. Sin (v' — v) 

p -_ ■ " 

^ Sin (v"—v')-. ^ Sin (v''— v) 4- 4/ Sin (▼' — v) 

Der Zähler dieses Bruches ist 

2 Sin i (v"— V) Cos i (v"— v') — 2 Sin i (v^— v') Cos | p±!.' — v) 
= 4 Sin i (v" — v') Sin i (v" — v) Sin i (v' — v) 
also ist 

4 rr'r".SinJ(v" — T')Sini(v"^v)SinJ(v'--v) '• 

oder ' • 

4 . r r' r'' Sin K Sin h' Sin h" 
p = . 

f — f -h 1" 
und es ist 

f — f+r 

offenbar die Fläche des ebenen Dreyecks z\yischen den Endpunc- 
ten der drey Radien r r' r". 

Da aber, wie man leicht sieht, der Nenner des letzten Aus- 
druckes der dritten Ordnung ist, wenn h,h',h" Grössen der 
ersten Ordpung sind , so kann dieser Ausdruck zur Be^limtnung 
des Werthes von p in der Anwendung unmittelbar nicht mit Si- 
cherheit gebraucht werden. 

Für das Beyspiel des N. I findet man durch die vorherge- 
henden Ausdrücke 

log a = o. 4424661 

9 = 4^37'57"78 
log p = log (a Cos' 9) = Q. 4396255 

V = 289- 7' 39^75 

Länge des Periheliums 

= 146^ o' 53"6. 

v'= 352 2-56*3a 
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M =s: 1^97* 4i' 35''fö 
M' =^ 555'» i5' 22"49 

mittl. tägl. slder. Bewegung 

769". 6755 

IV. Es gibt aber noch eine andere iherkwürdige Methode , 
aus zvvey gegebenen Radien r r' und der Differenz der wahren 
und excentrischen Anomalien . 

V — V ='2 h , e' — e == 2 g 

und der Zwischenzeit t die Elemente der Bahn zu finden. 

Man hat nämlich , nach Cap. I , wenn a die halbe grosse Axe 
.und a 8 die Excentricität bezeichnet 9 



Sin ^ . V" - = Sin £, . V 1 + . . . . (i) 



2 a 



Cos I . V" I — Cos ^ . V" *—'••• (2) 
Sin ~ . V — = Sin -^ . V*+^ • • • C^) 

Cos ^ . V^^= cos^ . y^7^^ ... (4) 

Es sey nun 2 x = v' -f- v und 

a y q= e' + e 

Man muhiplicire (1) mit Sin Ü — 1 und (2) mit Cos *"iL? 

und addire die Producte ; man muhiplicire eben so (5) mit Sin 

""^ und (4) mit Cos ^. ■ und addire die Producte , so gibt 
2 2 

beyder Summe Differenz 
Cosi±J /v^ Ü - V^ll = 2 CosI Sin gSin 1=1 .. . (O 

2 l^ a aj 2 2 

WO ff = Sin 9 gesetzt wurde. 
Eben SO gibt 

(1) Sin illl+(2)CosilJ— CS)Sini±i-(4)Cos ÜJ 
2 2 2 2 

(1) Cos l±J — (2) Sin l±i + (3) Cos Inl — (4) Sin 



» — g 



2 2 2 



(1) Cos * =1-^(2) Sin iZl+(3)Cosl±i — (4) Sin l±J. 
2 2 2 2 

nach der Ordnung die Gleichungen 



/ 
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Cos !LZi|\/:l__^l«2Sm2.SingSiji lti...(2') 

2|'a*aJ X a 

Sin ^±? i V-+ V-\ = 2 Cos SL Sing CosiZJ! . . . (3*) 
Sin ^« I \/:l+ \/4 =^ 2 Sin L Sin g Cos t±r . . . (4*) 

3 l a ' aj .2 a 



Ist aber 

tg (45+w)= ^X 



r' 



SO i3t 



tg 2 W Ä 



Cos2W 



a ' a 

aa 

2^::: 

aa 



und setzt man iiberdiess 



Art,* 



X= Sing CosZ V"- 

2 rr' 



nnd 



T=Sm gSinl . ^*L. 



Ar.* 
2 rr. 

^o sind die Gleichungen (i') • « • (4') 



Cos ^±1 tg 2 w = X . Sin iZl 



Cos 



Sin 



2 



2 , 



» tg 2 v«^ == Y . Sin 



Secant 2 w = X . Cos 



2 

2 



Sin- !l_iSecant2w = Y . Cos l±t 

2 2 

lind da in diesen vier Gleichungen h , g, w bekannt ist, so findet 
man daraus xy und XT. Hat man aber diese Werthe gefunden > 
so ist 

• ' Y 

tg i = 1 

2ji.. X 



\ 



« 

• = Cos» 1 Sin- g 
^ Sin'l.Sin» g 

2 ^. 

und wenn p der halbe Parameter ist, 
V'p = Sin h Cos Z 
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X 

asSinhSinl. "^W 

8 

und zur Prüfung der Rechnung die halbe kleine Axe 

b't=s a Cos f = ^ 

Cos 9 

Sin h . / , 

= 'j: — • Vrr 

Siug 

Ist ferner x und y bekannt, so ist auch 

■ 

v=x — hundv' = x + h 

bekannt , woraus die Länge des Periheliums gefunden wird. Ebeiji 

so erhält man ^ 

« = y — gunde = y + g. 
Ferner ist die mittlere Bewegung in der Zeit t gleich 
ftt 

3' 

oder 

' 2 (g — e Cos y Sin g) 

Endlich ist die Epoche der mittlem Anomalie, welche zur » 
Zeit der Mitte zwischen bejden Beobachtungen gehört 

y — 8 Sin y Cos g 

und zur Prüfung der Rechnung ist die Differenz der mittlem 
Anomalien 



i±. = e — fe' — (£ Sin e— s Sin e') 

i ^ ^ 



aa 



y. Es gibt endlich noch eine andere Art , aus zwey gegebe- 
nen Halbmessern r r' , der Differenz der wahren Anomalien 
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also 

„^ Ab(3.>^b> ^ Bb' ' . Cb(3.~tb) .. . .^ 

Einen andern Beweis derselben Ausdrücke wird man aus * 
d^ im ersten Buche Gap. lo. §. ib. gegebenen Gleichung einer 
krummen Linie finden , welche für die Abscissen 

X = O9 a, b, c . . 

in derselben Ordnung die Ordinalen 

y=;A,B, CD . , . 

gibt. Multiplicirt man nämlich den dort gefundenen Werth von 
y durch dx , und integrirt , so ist 

y =/?Wdx=w.^ — -./dx.a-rx.b — x.c — x.d— -x .. 

«.ii.c.u. 



j— . /xdx.b — 35.C— x.d — X.. 

a,Jj — a.c — i|«d— a. ' J ^ 

\^ ■ ■ ■ ^ /^xdx.a— ;X.C— X.d — X.. 

D.a — D.c-^b.d— b. ^ 



* i 

I 



xdx.a — x.b— .x.d — X .• u. i. 
c. 



i.a — c.b — cd — c. J 

Hat man also nur lEwey Werthe von 
y = A*, B fiir X = o , a 
so ist 

/ 9 (x) dx = t'/dx (a— X) + Vx dx 

a 

Und daher , wenn man nach der Integration x = a setzt , 
/9(x)dx=i(A+B> 

wie zuvor. 

Für drey Werthe aber ist 

f<f (x) dx = ^ /dx (a-x) (b^x) 

■*"* /xdx(b— x) 



a(b— a) 

+ C 
b(« — b) 



/xdx (a — ^x) 



wo man , wenn man nach der Integration x sss b setzt , wieder 
denselben Ausdruck wie zuvor erhält 



Einfacher vrerden diese Ausdrücke , wenn man 

]:)..^a=c— b«=d — - c . . . 

d. h. wenn man die auf einander folgenden Wenhe von % gleich 
gross annimmt. So findet man für das Integral zwischen 

X = a und x = a + m 

nach der Ordnung 



ff (x) dx=^(f a+9(a+m)) • 



»der 



^ (?a + 49>(a+im)+9rÄ+ni)) 



m 
'S 



öder 



«der 



^(y a+39 (a + iizi) +3 9 (a + f m) 
9 (a + m)) 



"8 



lii. 



ü? (7 9 a + 52 p(si +jm) + i2ii> (a+f m) 
90 



+ 32 9(a+}m) + 7 9(a+m))u.s.w. J 

VI. Um das Vorhergehende auf unsere Aufgabe anzuwen- 
den, sey p der elliptische Halbmesser, welcher der wahren Ano- 
malie V gebort, so ist die Fläche des elliptischem Sectors, wel- 
cher in det Zeit t beschrieben wird , gleich 

4iess Integral von 

V == V bis V = V 

genommen. Bezeichnet daher p den halben Faratneief der Bahn 9 
so ist ^ 

Heisst also der Kürze wegen 

v' — V == a h I 
so ist nach der ersten der Gleichungen III. 



/p'dv = h(r'.f-r")ä=: 



a h r r' 



Cos 2» 



wenn tg (45 + od) ss ^ 
gesetzt wird , und der erste genäherte Werth von V^ p ist 

. . / a li r r' 

' y p = : 

jj. t Cos 2 u 

v^ir wollen diesen Werlh gleich 3 a setzen. 
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Eben so ist »nach <icr awcyten äer Gleichiitigen III. genauer 

■ ... bezeichnet. 



wo B. 'jkr Halbmesser der wahren Anomalie 



Setzt man aber in dem Ausdrucke von p , welchen wir inN. III. 
gegeben haben, 

r' = R^ V' = v + h,v"=:v + 2h, 



so ist 



p = 



4 Sin • i h Sin h 



oder 



(^l+2^Sinh_iSia2h' 



Cos ll 



Cos fO 



^ Sin* J ll 
V^rr'Coiaw p 



Setzt man aber der Kärze wegen 



. ^^ 2 Sin* i h V^ rr' Cos 2 u 

Cos u 



so ist 



Cos h \/^r' Cos 2 w 
Rrs-^ r-r 



Cos Q> (l — '- 1 



«Ua <ier Eweyle genäherte Werth voö 

V'p="+ 



(-.-)• 



(A) 



WO e = 



• ^ c/'Cosh Co$2«*\' . ' 
= JJ a ( . ■ i ist. 

V^ Co« w J 



Setzt man überdiess 

wo q der genäherten Werth von y p » alsa u eine sehr kleine 
Orösse bezeichnet, deren höhere Potenzen man vernachlässigen 
kann , so findet man , wenn man die Gleichung (A) entwickelt , 

\f p _ ^ q^ Hh (q^ — ?) (? q' -I- 4^q -T 5«^) q 

und in diesem Ausdrucke kann man für q den oben gefundenen 
ersten Werth oder 3 a substituiren« Setzt man dann der Kürze 
wegen 

.27 «• 



o ♦•" 



'T -< 



1» 



und •. 

SO erhält mao 

x + 5? ^ ^ 

und diess ist der gesuchte ^usdruck von y p. Wollte man ihn 
weniger genau , aber iiir die Ausübung bequemer , so könntetnan 

Cos CO = Cos 2S.<ö = I . 

setzen t "und den erhaltenen Ausdruck in eine Reihe entwickeln f 
die nach den Potenzen von h tortgeht , wodurch ^an erhält 

P=P'(»~fh'+|^)...(II) 

viro 

V P = — — *st- 

Entwickelt man, eben so den in I gegebenen Werth von y^p 
in eine Reihe, die nach den Potenzen von Sin 2 h fortgebt, und 
setzt i. . 

xf» rr^Sinah 
VP = ;; 

so ist' 

oder kürzer 

p = p" + i Sin' 2h . V^rr« . . IV. 

|n dem vorhergehetiden Beyspiele war 

log r 5= 0.4282702 
log r' = o . 406200$ 

h Ä 3i- 27' 38"32 
t = 259.8Ö477 
Daraus folgt 

ä> =r ^— lo ay 2o''l4 
log a = 9.7182348! 

/5 = 0.04535216 

y =: 1.681127 

also nach der Gleichung (I) 

. logp = 0.4396064» 
welcher Werth nach N. HI. utti 
o.ooooiäi 



\ 
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zu klein ist. Die minder genaue Gleichung IL gibt 

0.4368730 
die Illr gibt 

o.4i5g8 
und die IV. endlich gibt 
/ o.4o5ii 

§. 8. 

Die beyden vorhergehenden Bestimmungen der Elemente 
setzen aber eine bloss genäherte Ktnntniss der Grössen 

6 6" oder rr" , v"*— V 

toraus , und sie geben , wie man sieht , kein Mittel diese Nähe- 
rung der Wahrheit näher zu führen. Beyde Auflösungen gründen 
sich überdiess auf die zweyte der Gleichungen III. des §. 4., 
nämliph auf 

ay= — B'D' + BdI+ B" D" %, 

f / ■ f 

und man hat in der ersten Annäherung 
£/ = ^„ und -^ £=z yp 

Vorausgesetzt. 

Betrachtet man abe. 

ff-r • 

ff 

als Grössen der ersten Ordnung , so sind auch 

B B' B" 

Grössen der ersten Ordnung, die Grösse « aber ist wenigstens 
der dritten Ordnung , also lässt sich bey dieser Voraussetzung von 

- und p-' aus der obigen Gleichung der Werth von d' nie genau 

bestimmen , da ein Fehler der zweyten Ordnung ^ den man in ^ 

und p- begangen hat , in dem Werthe von b' schon einen Feh- 
ler der Ordnung Null hervorbringt. 

I. Gibt man aber jöner Gleichuog die Form, welche wir 
§. 4 N. V angenommen haben, nämlich 



f 



r 



so Iä|st sich leicht zeigw , Jas« der Werth von 

der aus der nicht völlig richtigen Voraussetzung 

i _^ ^ 
ip7 — ;j^// 

folgt, nur. einen Fehler der vierten, ja selbst, wenn die Zeiten 

1 » und »" 

gleich sind , nur einen Fehler der iiinften Ordnung haben wird , 
woraus folgt, dass >die oben angezeigte Unbestimmtheit von ^' 
nicht daher kömmt , dass man 

f // _ ^^ 

gesetzt hat, sondern daher, dass man noch überdiess auch 
die Grössen , 

;. • f und »>' 

einander proportionirt an genommen- hat, denn durch diese letzte 
Annahme wird statt 

f 4. f / 

der minder genaue Werth 

I ■ * = 1 

eingeführt, von dem der wahre. Werth um eine Grösse der zwey- 
ten Ordnung verschieden ist. Denn es war §. 7. III. 

r rr . n.^ 4Tr'r"SinhSmh'Smh" 

t — I -f- 1 'SÄ .. , , t I . .. 

P 

Dividirt man diesen Ausdruck durch f , und bemerkt, dass 
f =5= r' r" Sin>2 h =: 2 r' r' Sin h Cos h 

und eben so 

f ss^rr'Sinh'Cosh', rr=2 rr'-Sio h"Cös h" • • ' 

ist • so erhält man 

' ' •■ ' > 

f+f . ff 

^ = t + 



f a p . r r' r" €0$ h Cos h' Co^ h" 

Ä 1 +: ^ 



r' r" 



2 71 Yj" r r' r" Cos h Cr)S V Cus V / 

Da nüö die Cosinu« der WinkeH^ K* h" no-yfi» d»« Grössen 
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7f rj" von der Einheit nur um Grössen der cweyten Ordnung veiv 
schieden sind ^ so begeht man , wenn man fiir 

r 

den genäherten Werlh 



> + 



S rr'r" 






annimmt, einen Fehler der vierten Ordnung , und wenn man 
daher die vorhergehende Gleichung so annimmt 

^o folgt daraus für 6' ein Fehler, der bloss der zweyten Ordnung 
ist , wenn die Zwischenzeiten ^ ^'* sehr nahe gleich sind , und 
man sieht leicht , dass dieser Fehler nicht beträchtlich viergrössert 
werden kann , wenn man auch in der letzten Gleichung r'' statt 
rr r' setzt, woraus man .von selbst siebte dass die Form, welche 
unsere Gleichung (in §♦ 4. N. V. Gleichung VIII) erhalten iiat , 
zur Bestimmung von b' sehr vortheilhaft ist. 

11^ Setzt man nämlich , wie dort , . 






lind 



<?="■' ('4^ - 



SO hat man 

und man wird für die genauen Werthe von P und Q haben 

p _ ^" ^ 

und 

/* rr"iii>"Co»h Co»VCo«h" ^' 1 

wofür man also in ^ner ersten Annäherung setzen kann 

P = f^ 

und 

Q = /i' 3 1^" . . . (II) 

Durch welchg Vofau^e^tzung nach dem Vorhergehenden in 
dem Wertht; von b\ also auch in dem von b und 6" nur Fehler 
der zweyten Ordnung bedangen, werden, wenn die Zeiten ^ i^'' 



I 



FT 

I 
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Einander sehr nahe gleich sind. Hat man nun mit diesen ^enä- 
herten Werthen von P Q (in II) auf irgend eine Art die Grös- 
sen r r'r" und h h'h'' erhalten, so kann man nach §. 7 J[. aus der 
1. u. 2. Beobachtung die Grösse v, die hier 1;" und aus der 2,u. 3» 
Beobachtung die Grösse y> die nier iy heissen soll, linden, wo- 
durch man aus (I) die genäherten Werthe von P und Q erhält , 
mit welchen manv*riederin§. 7. 1 die verbesserten Werthe von rj* 
und 1; sucht, und das Verfahren so lange fortsetzt, bis die neuen 
Werthe dieser Grössen von den unmittelbar vorhergehenden nicht 
piehr verschieden sind. 

Das Vorhergehende wird hinreichen , den Weg zu bezeich- 
nen , welchen Gauss in seinem vortrefflichen Werke gewählt hat, 
dieses schwere Problem aufzulösen. Es ist nun noch übrig , sein 
Verfahren umständlich anzugeben. 

§. 9- 

Es seyen (Fig. 2) A A' A" die drey heliocentrischen Orte der 
Erde, B B' ff' die geocenlrischen , und C C C' die heliocentri- 
schen Orte des Planeten. Man ziehe die grössten Kreise AB» 
A' B', A" B ', und nenne yy y" die Neigungen dieser Kreise ge- 
gen die Ekliptik A A",und b b' b'* die Bogen A B, A' B', A" B ', die 
drey ersten von o bis 56o, die drey letzten von o bis* 180 gezählt. 
Sind wie bisher X Ti! \" und ß ^ ßf' die geocentrischen Längen 
und Breiten des Planeten, und L L' L" die heliocentrischen Län- 
gen der Erde , so hat mau 

* . Co» y 

und zur Prüfung 

Sina^^l^ . ' 

Sin y . 

Cos b = Cos ß Cos (\ — L) 
Ähnliche Ausdrücke hat man für y b' und y" b*\ 

n. Wir wollen nun auch die Lagen dieser dre^ Kreise un- 
ter einander suchen. Schneiden sich der 1. u. 2, in D' , der 2. u. 3. 
in D , und der 1. u. 3. in D' , so sey 

ADA' =«, 

A DA' =£', 

A D'A' =^£", , . . 

« 

so hat man in dem Drevecke A' D A" 

L ft 
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Sin j Sin i (A' D + A" D) = Sin i (L" — L') Sin f (/ + y') ' . | 

Sin i Cosi (A'D + A" D) = Cosi (L" - L') Sin i (/ — y') 

Cosi Sin i (A'D - A'< D) = ßin i (L" - L').Cosi (y;'+y) 

Cos *- Cos i (A' D — A" D) = Co» i (L* ~ L') Cos i (y" — y') 
WO Sin ^ £ und Cos 7 « immer positiv ist. 

Die übrigen sechs Grössen AD% Ä" D' , *' und A D", A' D", ** 
folgen aus ähnlichen Gleichungen, wenn man in den vorherge- 
henden 

AD A"D « ;L" — U / y' 

verwandelt in 

AD' A'D' «' iL' -L / 7 
oder in' 

AD" AD" t* L —L y' y 

Zur Prüfung der Rechnung hat man 

Sui(Aiy — Aiy») _ Sin(A' D — A'D") _ Sin (A^^ D — A" DQ 
' SinT Sin"? Sin c" 

III. ]VIan verbinde, nun die zwey Sussersten geocen Irischen 
Orte des Planetei\ B B' durch ein^n grössten Kreis 9 und suche 
dessen Durchschnitt B^ mit dem Kreise J^' B'. Ist X* /9^ die Län- 
ge und Breite dieses Punctes B"*^ , und ^ -— (r dessen Entfernung 
von dem Puncte A', also B^ B' = e*) so hat man , da B B"*" B" in 
denselben grössten Kreisen liegen, 

^== tg/öSin (V' — ;i*) -- tg/3»Sin (r-.Ä.) + tg/8''Sin(A.* — X) 

Ist nämlich x die Neigung des Kreises B B^ B'' gegen die 
Ekliptik , und y der Bogen der Ekliptik , dei' zwischen diesem 
(verlängerten) Kreise und dem Lothe von B auf die Ekliptik ent- 
halten ist, so ist 

^ "Sin7 ' Sin (y+X* -. X) "" Sin (y + X"-5l) 

und man eliminirt j aus diesen Gleichungen , um den vorherge- 
henden Ausdruck zu erhalten. 

Substituirt man in diesem Ausdruck für tg fi^ die Grösse 

tg /S*- = tg y' Sin (\* - L'> 

und setzt man 
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Sin <*" — \*) s Sin (X" — L*) Co* (X" — L) 

*-t Co» (X" — L') Sin (X* — L') 

Sin (X* — X) = Sin (X*— L') Co» (X — L') . . 
— Co» (X* — L') Sin (X — L') 

vnd bemerkt dann , dass 

tg(6— (t)= ä1^ _^ 

Cosy' 

ist, so hat man 

tg (y — ff) = 

tg p Sin (k" -^ U) — tg y^ Sih (X -. I/) 

Cos /. (tg.p Cos (V' — L') — tgP"Co5 (X — L')) + Sin/ Sin (X'' -- X) 

und man kann 9 immer zwischen — 90** und + 00*" annehmen, 
t^brigens sieht man 9 dass die Grösse ff , die von der Krümmung 
des geocentrischen Bogens abhängt > immer nur eine geringe 
XJrösse seyn wird. 

IV. Indem wir nun zu den heliocentrischen Orten C C C 
des Planeten übergehen j wollen wir , wie zuvor , r r' r ' die Ra- 
dii Yectores desselben^ so wie R R' R" oder D D' D" die Radii 
Yectores der Erde, und p p p" die Entfernungen des Planeten 
von der Erde nennen. Die Differenzen der heliocentrischen L'än- 
-gen in der Bahn seyen wieder 

CC"=:,2h 
C C" = 2 h' 
C C = 2 h" 

und die doppelten geradlinichten Dr^yecke, 

r'r" Sin2h = f 
r r" Sin 2 h' = f 
r r' Sin 2 h" = T 



und 



Dicss 


) vorausgesetzt, 


ist 




■ 


V 


A e 
A a 

• A' C" 


h + h". 
+ C B 
+ C B' 
+ C" B" 


.p 1 




• • • 




Sin S' 

r 


Sin A 

P 


c 


= 


> 

Sin C B 
R 






Sia A' C 
P' 


= 


Sin B' 
R' 


/ 


Sin J" 
r" 


Sin A" 


C" 


i= 


Sin cy W 




ß" 



i66 

und aus diesen Gleichung^en folgte dass man die Grossen r i' r** 
und p p' p' hat, so bald man die Lage der Poncte C C C" 

kennt. 

y. Es ist also noch zu zeigen, wie man diese JLiage der 
Puncte C C C" erhält , wenn man die Grössen 

fr/ 

P= — 

f 

und 

aus §. 8. II. als bekannt voraussetzL 

Schneiden sich die grössten Kreise B^B*^ B und C C C 
in dem Puncte N , so ist 

NC" — NC = 2 h 

. NC — NC = 2 h' 

NC — NC = 2h" 

und man hat 

o == Sin 2 h Sin NC 

— Sin 2 h' Sin NC 
+ Sin 2 h" Sin NC 

Es sejen nun c c' c" die senkrechten Entfernungen ^der 
Puncte C C C" von dem Kreise B B* B'' und eben so d d' d" 
die Entfernungen der Puncte D D' D'' von demselben Kreise 
BB^B". Dadie 

Sin c 9 Sin c'^ Sin c'' 

in derselben Ordnung den 

Sin NC, Sin NC, Sin NC 

proportionirt sind , so hat man nach der vorhergehenden Glei- 
chung 

o = Sin 2 h Sin c 

— Sin 2 h' Sin c' 
+ Sin 2 h" Sin c" 

oder wenn man durch r r' r" mukiplicirt 

o = f r Sin c 

— fr' Sin c' 
+ rr"Sinc" 

Weiler findet man leicht, da recht^inklichte Dreyecke, die 
einen schiefen Winkel gemeinschaftlich haben , ähnlich sind 



— Sin c =5 



— Smc' = 



.167 
Sia d' Sin CB 

Sin (A D' ^ Ä) . 
Sind Sin C'B* 



— Sin c" 



5in (A'D— Ä'+<r) 

Sin d^ Sin C^^ B'\ 
Sin (A"D' ^ 8") 

Sin d Sin C" B'' 



Sin (A" D - 5") 



Dividirt man also die vorhergehende Gleichung durch 
t" Sin c" , und subsütuirt die vorhergehenden Werthe von 

/ Sin c» Sin c'. Sin c" 

so bat man 

_ fr^ Sin C B Sin (A" D^ -^ S^Q 

"* J'/ * Sinly' B" Sin (A D' — S) 

_ fV SiBC^B*Sin(A^^D — 8^0 _ l. f / 

^" Sin C'' B" Sin (A' D — 8' 4- <r) 

Setzt man also 

R Sin 8 Sin (A^^D^— 8^0 _ ^ ' 
R" Sin 8" Sin (A D' — Ö) 
R^ Sin 8^ Sin (A^^ P >- S^Q _ j^ 
R" Sin 8'' Sin (A'D — 8' -f- «r) 

und bezeichnet man den Bogen C B' durch z , so gibt die letzte 
Gleichung 

. Sin z 

Aus dieser Gleichung und 

*^— f 

folgt 

Da aber 
und 

R' Sin 8' 
r == > 

Sinz 

so ist die letzte Gleichung 



y 



6b, 1 



odci 



Sin % + ^^"^ ' =b. 1:111 Sin (z — ff) 



Q Sin 4 



z 



2R" Sin ' 8' 

* 

= (b.|±I~Co.«)sin(«-<T) 

— Sin <T Cos (z — dr) 
Ist also der Kürze wegen 



c = 



2R'' Sui3 8'Siii« 
und 

Sin (T 
tg <ö :=. 



b.--±J!. — Cos(f 

so hat man 

c Q Sin «» Sin *^ sc Sin («— <ü) — ^) . . (A) 

und aus dieser Gleichung , Jn welcher alles ausser z bekannt ist , 
ivird man diese Grösse durch eine der bekannten Methoden leicht 
hestimmen. Diese Gleichung haben wir schon oben §. 4* K* ^• 
auf analytischem Wege erhahen. 

. YI. Ist z bekannt, so hat man auch r' aus 

R'Sin V 
r = 



Sin X 

und aus der Gleichung (A) 

t'V _ (P-4-«) R^SinS^ 

i b Sin (i— ff) , 

und 

F" - P IT 

Um nun n©ch r r" und C D* =s £ , C'JD' = 5^ zu finden , hat 
man ofTenbar 

Sin Distanz des Punctes C von dem Kreise CB 
= — Sin «" Sin G D" 
= _ Sin e" Sin (z + A'D ' — Ä') 

und eben so 

Sin Distanz des Punctes C" von demselben Kreise GB 
= — Sin e' Sin CD' 

Aber dieselben Sinus verhalten sich auch > wie 

Sin CC, Sin CCr 
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d. h. wie ; . . 

fr 

- - » , 

oder endlich wie 

Tr", fr' 

daher erhält tnan, wenn mati diese beyden Sinus Aurch einander 
dlvidirt, / ' • ^ > . ' • - . 

i^'SlnS" = i'jL . £!!^ Sin (z + A'.D" — *') 1 

f/.' StaV - f 

nnd auf dieseHbe ' Art ^ 

r Sin 2 = ^ . ^ Sin (z + A' D - ^')' | 



Weiter war in IV. 

r Sin G B ÄS R Sin ^ 



und 
Aber 
und 
also 



r" Siri C" B" =?= R" Sin S*' 
CB= 2 — AD + b 
C'B' = 2"— A''D' + 6' 

r Sin (2 — A D' + d ) = R Sin « 
r'' Sin (2" — iC^D' + 6") = R" Sin 6' 

VII. Um aus diesen vier Gleichungen 

... r r" 5 2'' 
zu finiden sey 

f Sini' 



und 



p = . . Sin (2 + A D — * 6 ) 

*^ f Sin*' ^ ^ 



so ist 



b 


i=r 


A 


D' — 6 


c 


=a 


n 


Sin ö 

• 


b" 


=- 


A" 


D' -- b" 


C" 


" ' ' 


R" 


Sio «•• 






/ 


^ 


*g 


a 


.= 


p Sin b 
p Co.5 b «* o 


r : 


■^z • 


P 


\ 



Sinig 
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ttnd 



tg Ä" 






p" Sin b" 
p" Cos b" — c" 



SiaC' 



I * 



I« 



wo ^ ^'' ünmor so genommen wird 9 dass r und r'' positiv ist. 

' ' ' ' . .,.'.. ... 

yill. Ist so S S:** und e gefunden, so kann man CG" x= 2 h' 
und die Neigungen . 

JE = C'* C D' uhd Ä« = 180 — CC« D' 

der grössten Kreise AB, A" B" gegen den grösfiften Kreis CG 
durch folgende Ausdrücke finden. 

Sin h» Sin Ü^lUi = Sin ^ An £±£1 

Sin h' Cos £1Ü s= Gos 4^ Sin i^IÜ 

2 * 2 

Cos h. Sin '-111 = Sin ^ Cos i±«l' 

« 2 j 

5-, C" 



Cos h' Cos 



X"— IC ^ t' 



ES Gos— Gos 

2 



und für 

2 h, all" • 

hätte man ähnliche Ausdrücke , oder bequemer die folgenden 



Sin 2 h = 



Sin 2 h" s= 



r f 
r'f' 



. Sin 2 h' 



Sin 2 h« 



und 2ur Prüfung der Rechnung 
h + h" = h' 

Wollte man nun noch die Distanzen p p* p" des Planeten von 
der Erde , so hätte man 

rSin (AD'— ,0 



RSin(AD' — 
p= L II- 

Sin (C — AD -h«) 



Sin ^ 



^ _ R^Sin(^<^2) __ t* Sin {^r— a) 



Sin z 



SinS' 



^^ R''Sin(A^^D|-^C^ _ r^^Sin (A^^D^— gQ 

^ Sin(C" — A"D'+8") ^ Sin JS' 



in 



IX. Nach diesen Vorbereitungen wird man nun leicht in 
den ^tand gesetzt , die Elemente der Bahn mit aller der Schärfe 



« I 
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ZU bestimmen^ welche die zu Grunde gelegten Beobachtungen 
nur immer gewähren können. Um das ganze Verfahren besser zu 
übersehen , wollen wir es hier kurz anzeigen. 

' Zuerst sucht man die Grössen y h aus I. 

dann A' D, A"D, t aus IL 

und 5 aus III. 

a f b t c aus Y . 

Mit diesen Grössen geht man nun zur ersten Hypothese 
über». Mit 

und 

Q = ;* * 55" 

sucht man die Grösse <u und den Werth der Grösse z aus der 
zu Ende der N. V. gegebenen Gleichung (A) 

dann r' « -.i-M, 
i 
und 

. , ■ , aus. VI. 

und mit den beyden letzten Factoren findet Tpan 

p p" und 5 r, 2" r* aus VII. 

und h' so wie h und h" aus VIII. 
Rennt man so für die beyden ersten Beobachtungen die Grössen 

rr'5"undh" 

so sucht man nun nach §, 7. (Gleichung IV.) den Werth von y , 
der V' heissen soll > und eben so fiir die beyden letzten Beobach- 
tungen ^us r r" 5 und h die Grösse y, die t\ heissen soIL 

Kennt man so V' ^^^^ ^ ) so sind die verbesserten Werthe 
von P , Q folgende (§. 8. II.) 



rr". un". Cosh Cosh' Co^ h" 

imd sind diese neuen Werthe von den vorhin angenommenen 

Q=/i»55" 
noch beträchtlich verschieden , so sucht man. in einer zweyten 
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Hypoihts^mh diesen neuen P'Q/ ty^t vorhkl mit P, Q , wieder 
a> und z aus V. . 

r'¥' . r' i' xrr 

r« , , , aus VI; 

ff". 

a r lind ^" r" aUs VH. 

und h h' b" aus VIII. 

und dann wie zuvor aus rr* 5" h" die Grösse ^" 

und aus r r" ^b die Grösse i; aus §• 7. 9 

womit man wieder neue , der Wahrheit nach nähere Werthe von 
P , Q erhält , mit denen man , Wienn sie von den unmittelbar vor- 
hergehenden noch beträchtlich verschieden seyn sollte, eine dritte 
Hypothese berechnen , und überhaupt das Verfahren so lange 
fortsetzen kann , bis die neuen Werthe P Q von den unmittelbar 
vorhergebenden nicht mehr verscWeden sind. Gewöhnlich. Wird 
mfan aber, wenn die Zwischenräume 3 S>" nicht zu gross 9 und 
w^nn sie überdiess nahe einander gleich sind , selten mehr als die 
zweyte Hypothese nöthig haben y und oft.>schdn mit der ersteh 
hinlänglich genäherte tlesultate erhalten. Sollte aber der Fall ein- 
treten , dass man mehr als drey Hypothesen berechnen muss , so 
wird es vortheilhafter seyn, bey der vierten Hypothese nicht, wie 
zuvor^ die in der dritten Hypothese gefundenen Werthe von P Q 
zu Grunde zu legen.) sondern diejenigen, welche man nach der 
im II. Bu'Sh Cap. 1. §. 8. vorgetragenen* Methode aus allen drey 
vorhergehenden Hypothesen züsamrnen aUeiteh kann. % 

X. Hat man so die genauen Werthe von r r* r" h h' h", so 
kann man aus r r Ü" oder aus r- r ' h die Elemente der Bahii nach 
den Vorschriften des. §.7. N. IL bestimmen. Thut man beydes, 
so erhält man eine Prüfung der ganzen vorhergehenden Rech- 
nung." Vortheilhafter aber wird es seyn , die Elemente bloss aus 
dcii beyden äusserstcn Beobachtungen, aus r r" und h' zu bestiih- 
men , und dann mit diesen Elementen den heliocentrischen Ort 
der mittlem Beobachtung zu aucheia, und mit den vorhergeben- 
den für diesen Ort gefundenen Grössen zu vergleichen.^ 

Was endlich die Neigung n der Bahn , die Länge, f^ des auf- 
steigenden Knotens derselben in der Ekliptik , und das Argument 
u der Breite in der ersten Beobachtung betrifft , so sey L — ^ =sh 
und man hat , (Fig. 2) in dem Dreyecke ÄA G, dessen Seiten 
A D' — 2 , u , h urid die ihnen in derselben Ordnung gegen- 
überstefaeirde Winkel n, iCo. — y. und it (N. VIII») sinrd, folgen- 
de Gleichungen 

m - Sm = Sm . ■ Sm li — . 

2 2 * 2 '2 

Sin - Cos ^ — — . =^ Los 1 Sm J. 






'Cos . Sm 1 s: pm z Cos : „^ 

* 2 a t 

« 

Cos ? Cos !LZÜ1 = Cos ^HlZlS Cos tZli. 

und die Gl^össe u gibt zugleich die Lage des Periheliums gegen 
den aufsteigenden Knoten , so wie h die Lage des Kj^otens selbst 
in der Ekliptik. Dieselben Grössen lassen sich auch' durch ähn- 
liche Gleichungen aus demDreyecke Q, A"- C finden , wenn man 

u h ^ ^ X in 
u n c y .A 

rerwandelt. 

' Wenden wir das Vorhergehende auf die drey Beobachtun- 
gen der Vesta an , die vvir §• 6 mitgetbeilt haben , so findet man 
aus L und U. ^ * 

yyy... 162V 6' 4 A5 

i64- 7'59"97 , 
i65U2'49"oo . 

h b' b" ... 4o 5q 23.20' 
^ ' ' 45 55 46.59 

5o 42 47 . 46 

•A'D, A^D'f ... 36 1088.89 

4o 5o 35j57 
2 1 4.02 

ADsA^Ds«' .... 32 4 18,47 

, 41 2217.47 

4 2841.94 

AD',A'D",i'' ,.. 32 5018.17 

57 ß 17-87 
2 2738.46 
.«nd aus III. 

ff X* /«* o'' 5' 46"54 



und aus V 



173*' 5o' 8"oi 
ii''i8'35"33 



loga» log b,log Cy ... . 9^9460946 

9,0765759 
2.8941 1Ö7 

und alle vorhergehenden Grössen sind unveränderlich, da sig von 
P und Q nicht abhängen. 

I. Hypothese« 
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oder 

log P = 9.5599564 
log Q = 7.8böi)4ü2 

also in V. 

00 = 17° 46 2v5i 

und die Gleichung (A) 

Sin (z — 17' 52' 8"o5) = i . 7691289 Sin ^* 
woraus 

z 5= 19" o* 6". 28 

und aus VI. 

log r* = 0.347161g 

log L^ =s 0.6480249 



log!!£ ==0.6480685 



«lis VII. 



2=8' 18' 53 "69 

5" = 11 i5 27 'öl 

log r = o . 3480400 
log r'« = o . 3463668 

ausVin. 

h' = i'*3i' 7"32 
h =r- o' 45' 3q . 28 
h" = o 45 28.47 

X = 167' 41' 45"3i 
n*' == i63 16 52. 5i 

Die Differenz zwischen h' und h + h" ist o"43. Wir nehmen 
daher , indem wir diesen kleinen Fehler vertheilen , an , 

h' = i"3i' 7".32 
h = o 45 3q.o7 
h" = o 45 20.25 

Mit diesen Werthen von r r' r" und h h* h" gibt die zweyte 
und dritte Beobachtung nach §. 7 

1 = 0.0000443 

log m' = 5.9233i58 
h' = o. 00010057 i3 

log 7f = 0.0000485 
X = 0.000039495 
, ^ = 0.000000000089 
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also ist das corrigirte 

log if SS 0.0000485 wie zuvor» 

Die erste und zweyte Beobachtung gibt ebea so 

1 =:: ö. 0000439 

logm' = 5,9207179 
h' s=s 0.0000999715 

log ff*' SS 0.0000482 

also die verbesserten Werthe von P , Q nach $. 8 Gleichung (I) 

log P' = 9.9993567 
log Q' = 7 .86Ö5894 
also 

X = log P' — log.P =2 ö.ooooooS 
y = log Q* — log Q = 0.0000492 

Mit diesen neuen Werthen von 

log P r=r 9.0000567 
log Q == 7.0665891-. 

berechnet man nun die 

IL Hypothese, 

in welcher man findet 9 

00 = 17** 46' 2i"75 

Sin (z — 17^ 52' 8"29) = 1 .7593344 Sin ♦» 

«z = 19** O« 7'«22 

log r' = 0.347^561 ^ 

log = 0.6480192 ' 

log!ll' = 0.6480625 

5=8« 18' 54"54 
5"= 11 i5 28. 5i 

log r = 0*3480342 
log r" =0,346361,2 

h' = 1** 3i' 7"4o 
h = o 45 39.32' 
h*'= o 45 2b. 5i 

a = 167* 41' 44''69 
n" = i63 16 51.Ö9 

- ■ » , " 

Di^ Differenz von h« und h + h" ist wieder o"459 dah^r 
. wir annehmen 






^7^ 



hf 9C 1* St' 7"4o 

h SS O 45« Sü'MI 

'h"= o .45 28.29 



.^ 



Damit gibt die zweyte und dritte Beobachtung 

1 = 0.0000442 
log m* = 5.9233329 
h' = 0.00001005762 
log 11 3= o . 0000485 

und die erste und zweyte 

1 =' 0.0000439 
log m* = 5 . 9207353 
h* = 0.0000999765 
log 1;'* SS 0.0000482 

also die neuen verbesserten Werthe von 



log P" = 9.999966 
logQ"= 7.866589 
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und da diese von den unmittelbar, vorhergehenden 
log P' , log Q' 

beynAhe nicht mehr verschieden sind, so ist ps unnöthig, eine 
dritte Hypothese zu berechnen. 

Bleibt man also dabey stehen , so ist 

2h, 2 h', 2h'' . . 1" 3i' i8"22 

3** 2' 14*80 
X* 3o' 56-58 

log r , log r< , log r" o . 348o342 

0.3471661 
0.34636^2 

woraus man noöh nach N. YIIL erhält 

log p, log PS log p" . . o. i363270^ 

0.2477060 
0.2680862 

und diese curtirten Distanzen 

logp Cos^, logp' Cos^v,4ögp" Cos/S' : .0.1273284^ 

, o.i38i6i2 

0.1000167 

Um aus deq ersten und dritten B^obaclitungen die Ele- 
mente (nach §. 7. N. I. und II.) zu finden, bat man 



also 
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logr SS 0.348034a 
Iogr'== o. 3463812 

2 h' = v' — V = !• 3i' 7"4o 
t = 9.9706405 (§. 6) 

1 = 0.0001766 

log m' s= 6.5243749 

log X =0.1975011^ 

■ s= 1*" 26' i8''66 halbe Differenz der excentrischen Anoma« 
lien , also nach §. 7. II. .4 

■ * • 

log a = 0.3726028 

log p = o . 3689094 

< = 0.092026^1 

2 

e = 3o6o 42' 8^47 
e'= Sog 34 45.79 

Il±7 = ioy 52' o"23 

V = 3o2 20 52.83 
v' = 5o5 23 7.63 

wo a , p , a c die halbe grosse Axe , der halbe Parameter und die 
£xcentricität , und v e die wahre und excentrische Anomalie ist. 

Daher ist auch die mittlere Bewegung in der Zeit t 

. ti = 2<g — « Sin g Cos !l±^^ = 9768" 7232 

a» ^ 

und di^ mittlere Anomalie in der ersten Beobachtung 
M = e ^ — c Sin e = 3io» 55' 47"io5 

und in der letzten 

M' == e' — « Sin e' = 3i 3 58 35.827 

Differenz "2* 42' 4«"722 = 9768" 722 ^ . 

wie zuvor* 

Sucht man aber aus r r' g h und t die elliptischen Elemente 
nach §. 7« IV. , so findet man 

00=— o°i'39"34 
x = — 56 7 59.77 
y = — 5i 5i 32.07 
II. M 



/ fc 
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log X = 8.4119879 
log Y= 7-0757912 

V = 5o2- 2o'52"'85 
v'sSoö 23 7-63 
f =z 5 16 40.64 

e = 3ofr 42^ 8^47 
e' = 309 34 45.7g 

c = 0.0920261 

log a = 0.3726028 n. s. w. wie zavor. 

Weiler war 

A ly = 32* 4' 18^47 
y = 162 6 41 -45 
^^ 8 18 54.54 

Jl s: l63 16 51.89 

also nach den letzten Gleichungen in X. 

h = iio*37' i5"74 

u = 87 54 35.90 

n = 7 ^ 46. 42 Neigung 

ß = L — h = io3" 5' 39''76 Länge des Knotens , 

also auch Elongation des Periheliums vom Knoten 

n — V = i45' 33' 42''67 
also Länge des Periheliums 

= u — V + A = 248» 39' 22^^43 

Addirt man diese Länge des Periheliums zur mittlem Ano- 
malie der ersten Beobachtung, so hat man für die Zeit der ersten 
Beobachtung die mittlere Länge in der Bahn 

für 1807 April 24. 3786631. 

Da, aber die tägliche tropische Bewegung 

979-8963 

ist « so wird man von dieser Länge 

6' ii"o5o 
subtrahiren, um die mittlere Länge 

199«' 28' 58^485 für 1807 April 24. 00 
zu erhalten. Subtrahirt man davon noch 

3i* 18' 8' 042, 
so erhält man 

168" 10' 5o"443 
für die mittlere Länge 1806 December 3i. mittl. Mittag Paris. 
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Um zu sehen) wie genau die Beobachtungen durch diese 
Elemente dargestellt werden , hat man mit den eben gefundenen 
Werthen von n und S\> 

für die erste . • • •/ flir die dritte Beobachtung 

Argument der Breite 87»54'S5"5o ...... oo** 56' So^So 

L ... Si3 4a 55.3 223 23 iä.5 

log R ... 0.0028540 0.0039670 

log r ... 0.3480342 0.346^612 

helioc. Länge . . . 190« 5q' i6''95 . . ^ . . • 194 2 56.5i 

Breite ... 70 2q.2Q 7 6 4'<2 -90 

geocent. Länge ... 174 7 33. 10 ...... 170 33 32.95 

Beobachtung ... 174 7 33.2 173 33 3«^.o 

Fehler + o"o2 1 Fehler +T.''Ö5" 

geocent. Breite ... • xi<» 3;' 24"o7 11 o 39. 19 

Beobachtung ... 11 3^ 24*1 li o 3q.2o 



Fehler + o.o3 Fehler + o"oi 

§. 10. 

i 
Um die vorhergehenden Ausdrücke in allen Fällen gehörig 

anzuwenden , müssen noch folgende Bemerkungen nachgetragen 
werden. 

Zu L Ist zugleich ß und X — L gleich Nul} , so lässt sVch y 
nicht bestimmen. Solche Fälle müssen also gänzlich vermieden 
werden. 

Zu III. Wenn die Kreise B B" und A' B" zusammen fallen , 
also die Puocte As B, BS B" in denselben grössten Kreisen lie* 
gen , so kaiin B**" nicht bestimmt werden. Also muss auch dieser 
Fall, und daher auch alle jene Fälle , in welchen diess wenig- 
stens schon nahe Statt hat , vermieden werden > weil dann der 
Punct B'*' nicht mit Schärfe bestimmt werden kann , und die klein- 
sten Beobachtungsfehler schon bedeutende Fehler in der Bestim- 
mung dieses Punctes hervorbringen können. Eben so wird B* 
unbestimmt bleiben , wenn die PuQCte B , B" zusammenfallen. 

Zu V* Die Gleichung (A) hat für Sin z entweder zwey bder 
vier reelle Werthe. Im ersten Fall ist ein Wertli von Sin z posi- 
tiv, und der andere negativ: man wählt immer den ersten, da 
. nach der Natur der Aufgabe r immer posisiv se);n muss. Im zwey- 
ten Fall ist entweder ein Werth von Sin z poi^itiv , und die drey 
andern negativ, wo man also wieder den ersten wählt — oder 
man hat drey positive und einen negativen Werth , und dann ver- 
wirft man von den positiven alle jene, wo z grösser als 6' ist, 
da offenbar p , also auch Sin (6^ — z} positiv seyn muss. M. •• 
€ra»sd Mot. Corp. Cuele;»t. 

M 2 
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I. Übrigens , wenn die Ebene der Bahn mit der Ekliptik zu- 
sammenfällt, so /eichen drey Beobachtungen, d. h. drey geocen- 
trische Längen nicht mehr hin, die vier Elemente, a, £, Länge 
des Periheliums und die Epoche , zu bestimmen , sondern man 
braucht nothwendig vier geocentrische Längen. Daraus folgt, dass 
auch bey einer Bahn , deren Neigung gegen die Ekliptik sehr klein 
ist, die oben .vorgetragene Methode nicht mehr sicher anwendbar 
ist, weil die kleinsten Beobachtungsfehler, die immer unver- 
meidlich sind , auf die Endresultate sehr nachtheilig einwirken. 
Aus dieser Ursache hat Gauss in seinem oben angeführten Werke 
diesen Fall eigens behandelt. 

II. Endlich müssen auch die geocentrischen Beobachtungen , 
ehe man sie zur Bestimmung derEleniente anwendet, zuerst we- 
gen der Nutati on , Präcession u. f. verbessert werden. Diese Beob- 
achtungen werden nämlich gewöhnlich Gap. II. §. 6 durch die 
scheinbare Rectascension und Declination gegeben. Da aber die 
Ekliptik zu diesen Rechnungen bequemer ist, so sucht man aus 
jenen scheinbaren Rectascensionen und Declinationen , mit der 
scheinbaren Schiefe der Ekliptik , durch die bekannten Ausdrücke 
(Lib. 1.. Gap. I) die scheinbaren Längen und Breiten , und befreyt 
dann diese letzten von der Nutation , Präcession , Parallaxe und 
Aberration. 

' Die Nutation der Länge ist 

i8"9 Sin A d , 

und durch die Präcession werden alle drey Längen des Planeten 
auf einen gemeinschaftlichen Frühlingspunct gebracht , der z. B. 
für die Epoche der mittlem Beobachtung Statt hatte. Die Breite 
wird durch Nutation und Präcession nicht geändert. Zur Berech- 
nung der Parallaxe der Länge und Breite , so wie zur Bestimniung 
der Aberration muss man bereits eine vorläufige Kenntniss der 
Entfernung p des Planeten von der Erde haben : ist dann d X , 
d ß die tägliche geocentrische Bewegung des Planeten in Länge 
und Breite , so ist die corrigirte Länge und Breite 

X + (0.00571) p d X, 
ß + (0.00571) p dß 

Sucht man dann aus den Sonnentafeln die Länge der Son- 
ne, ohne Nutation , reducirt sie durch die Präcession auf die oben 
fiir den Planeten gewählte Epoche, so ist die Länge li der Er- 
de , welche mit der zuvor gefundenen Länge des Planeten den 
Bestimmungen der Elemente zu Grunde gelegt wird, 

L =Ä 4. iBo'* + 2o"25 

wo 2o'*25 die nahe constante Aberration der Erde ist. 

Kennt man aber die Entfernung p noch gar nicht, so ist es 
am be<|uemsten , diese und die andern kleinen Gorrectionen bey 
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einer ersten Bahnbestimmung gänzlich zu vernachlässigen , um so 
mehr ^ da , wie wir bald sehen werden , eine genaue Bestim- 
mung der Elemente auf mehr als drey Beobachtungen gegründet, 
und also das Vorhergehende nur als eine vorläufige Bestim- 
mung betrachtet werden muss , die zwar , wenn man die Rech- 
nung mit Sorgfalt durchführt , den drey zu Grunde gelegten Beob- 
achtungen vollkommel^, aber, da diese, wie alle unsere Beobachr 
tungen , nicht gänzlich fehlerfrey sind , nicht den übrigen Beob- 
achtungen entsprechen werden. 

* 

III. Die vorhergehende Methode setzt noch voraus , dass die 
Zwischenzeiten 5 S ' nicht zu gross und einander beynahe gleich 
sind. Indessen gibt sie auch dann noch. befriedigende Resultate, 
wenn man sich an diese Voraussetzungen nicht strenge hält ; so 
wählte Gauss in seinem oben angeführten classischen Werke fiir 
die Ceres Beobachtungen , fiir die 

5 = 126 und 5" = i54 Tage und 2 h = 3i.'3 , 2 h' = 3i."6. 

Wollte man aber besonders auf die zweyte Bedii^gung, der Gleich- 
heit d^r Zwischenzeiten , Rücksicht nenmen , so wird , da solche 
Beobachtungen nur selten gegeben sind, ein Mittel noth wendig, 
Beobachtungen von ungleichen Zwischenzeiten auf solche, zu brin- 
gen , deren Zeiten gleich weit von einander abstehen. Folgendes 
Verfahren ist üni so genauer , je mehr gute Beobachtungen man 
dazu anwendet. 

Es sey X irgend eine Function von m , welche in 1 Y l" . . 
übergeht, wenn m in m -|- n , in + n', m + n" ... übergeht, 
wo z. B. A 1 r' . . die beobachteten Rectascensionen oder Län- 
gen ... fiir die Zeiten m , m -|« n , m -|- n' . . sind. Diess vor- 
ausgesetzt , ist bekanntlich 

dm 1.2 dm* 

Sey der Kürze wegen^ 

d'X d^X 

c = 



a = 


dm 


,b = 


so ist 








1 =,. 


X + 


und eben 


so 





1,2. dm"* 1.2.5. dm^ 



X + an + bn* + cn' + ... (I) 



r = X + an' -f. bn ' -f- cn »+...(!') 

1" =: X + an" + bn" ' + cn" ' + . . . (F) . u. »• w. 

Subtrahirt man je zwey nächste dieser Gleichungen von ein- 
ander , und setzt 
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dl:^ 



dr = 



dr= 



j'— 1 



i"—i' 



»// 



yff «. i/f 



n'// — u// 



50 ist 



dl = a + b (n' + n) +c(n" + n' n + n') 

+ d(n"+n"n + nn' + n')+. . . (II) 

dr = a + b (nf +n' ) + c (n"' + n" n' + n") + 
dl" = a + b (n" + n") + c (n"" + n"' n" + n'") + 

Verfahrt man mit den letzten Gleichungen eben so, und setzt 



dn = . 



di'-^ai 



911 



n" — n 
dl" — dl' 



an 

n'" n' 



50 ist 



dM s± b + c (n" + n' + n) 

+ d(n';'+n"n« + n"n + n''4-n'n + n')4-.:(III) 

\dM' = b + c (n"' + n"+ n') 

+ d (n*"' + n«" n" + n"' n' + n"' + h" n' + n*') + 

und ist wieder 



dM = 



d'l' — d4 



!"• 



50 ist 



dn = c + d(n'" + n"+n^ + n)+..(IV)u.s.f. 

Substituirt man in I^ ftir a die Grosse 
a = dl — b (h' + n) — . . . aus II. 
und für b die (jrrösse 

b = di — c (n"+n* + n) — ... aus III. u. s. w. 

so erhält man 

A = l— ndl+nn'd'l — nnm"d'l + nn'n"n"'d^l-— . . (A) 
Substituirt man eben so in II. (lir b und c . • die Grössen 

b = d'l — c(n"+n' + n) — aus IH. » , 



und 



c = dU — ' d^n'" + n"+n' + n) — ausIV.u. s. w» 



i83 

so erhält man 

a = dl' — (n'+n)d*l + (nn' + nn"+n'n<')d'l 

— (n n* n" + J* »* n'" + n n" n"' + n' n" n*") d'^l . . (B) 

und eben so 

b = dn — (n +n' + n") d'l 
+ (nn' + nn" + nrt*" + n' n" + n' n"'4- n" n"0 d*l — (C) 

Das Gesetz der Factoren der Reihe (A) ist iiir sich klar. In 
der zwevten Reihe (B) ist der Factor von d' 1 die Summe der 
durch die (x — i) fachen Verbindungen der ersten x Grössen 
n , n' n'\ . . entstehenden Producte. In der dritten Reihe (C) 
ist der Factor von d^'l die Summe der durch die (n — 2) fachen 
Verbindungen dei" ersten x Grössen n , n', n" • . • entstehenden 
Producte u. s. f. 

Substituirt man diese Werthe von X > a , b 9 c . . , welche 
wir in den Gleichungen ABG.. gefunden haben , in den Glei- 
chungen I) r F. . . so gibt ^ 

I den Werth von 1 

I' den von 1« 

I" den von 1" u. s. w. 

wie es seyn soll. 

Nimmt man also an « dass X die L'änge , Breite « . • fiir ir- 
gend eine Epoche ist , und dass x' die Länge , Breite . . . ftir 
eine Zeit, die von der Epoche um die Zeit m entfernt ist , be- 
zeichnet, SP ist 

Ä,' = X+mf — IJ f 14. 

WO m negativ ist, wenn die Epoche nach der Zeit m folgt. 
Substituirt man in dieser Reihe fiir 

das heisst für $ 

Xfa,o,c««» ^ 

die oben gefundenen Werthe, so erhält man 

X'=sl+(m— n)dl + (m — n)(m— nOdn 

+ (m — n)(m — n)(m— n") d>l+..(D) 

Sind daher 1 V T . • die beobachteten Orte des Planeten fiir 
die Reiten n n' n" . . so wird man durch die Gleichung (D) den 
Werth jeder an^jn BeobachtuTig X fiir die Zeit m finden , und 
da man m willkünrÜch wählen kann , so wird man auch die be- 
obachteten Orte V x'/ x'// . . für die gleichvyeit von einander ent- 
fernten Zeiten m m/ m// angeben können. 
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' Um diess durch ein Beyspiel deutlich xn machen , legen wir 
folgende Beobachtungen des Kometen von 1781 zu Grunde, 

Poldistanz 

34* 4«' 5i' 
45 42 48 

60 4^ i2 

56 10 59 
60 I 17 



' 



17Ö1N0V. 14 

S2 
25 



mit. Z. Paris. 

.. 8^29' 44" 
, . 8 29 44 
. . 8 29 44 
, . 8 29 44 
. . 8 29 44 



geoc. Länge 

3o7* i4' 45« 
3oD 57 32. 
3o6 5i 26 
3o6 44 53 
%o6 ii 37 



• • • 



Sucht man daraus die geocentrischen Orte des Kometen (ur 
den 14. 16. 18. November 8^29' 44'% imd drückt man alle X in 
$ecunden , und alle n in Minuten aus , so ist (lir die Poldistanzen 

1 = 54** 42' 5i" 
1* = 45 42 48 

I* — 1 = 3q597" 
1"— 1«= 18144 

dl = 9" 1669720 

dl' = 6 . Soooooo ' 

d'l = — o".ooo398o 
d'l'=: — 0.0002466 

dM =5o.oooooooi3i5 

d 1 = — o . 000 000 000 ooo32 

Für die Längen aber ist 

1 = 307** i4' 45" 1' — 1 == — io35" 
1' = 3o6 57 32 1"— 1' = — 366 

dl = — 0.2391204 d^'l = o.ooooi56 
dl' = — o. 1270833 dM' = o .oooooöo 

dM = — o. poo 000 000916 

und überdiess 

n' — n =" 4320' 
n" — n' = 2880 
n'" — n" = 4320 

n" — n = 7200 
n"' — n' Ä= .7200 
n*"- — n =c 11620 u. s. w. 

Man hat daher für die Poldistanzen 

Ä,'=^4"42'5i" 
+ 9". 1 66v)7 20 (m — n) 
— o . oooSgdo (m — n) (m — n') 
+ o . 0'»o Oüo oi3i5 (m — n) (m — n*) (m — n") 
— * o« 000 000 000 000 32 (m— n) (m— n'j (m— n") (m— n'") 
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und fiir die Längen 

— o."239i2o4 (m — n) 

+ o.ooooF56 (m— n) (m — n*) 

— ö.oooooo 000915 (m — n) (m— -n') (m-— n'*) 

(Ur den 18. November ist 

m -- n = 6760, 
in — - n's 1440 

m — n** =— 1440 

m — ' n'"=-^576o ^ 

also die gesuchte Poldistanz 

i 

54° 42' 5i" + 52796" — 53o2" — i57« — 2»* 
== 48" 2Ö' fr' 

und die gesuchte Länge 

307° i4' 45" — i377"+ 129" + 11" 
= 3o6'* 54' 8" 

und eben so wird man erhalten 

16. November Länge 307"* 1' 55" 
Poldistanz 42« 34' i4" 

i4* November Länge 3o7 i4 45 
Poldistanz 34' 42 5 1 wie zuvor. 

■ 

§. II. 

Die vorhergehenden Betrachtungen benützte Laplace zu ei- 
ner andern Auflösung dieses Problems , die wir hier noch kurz 
anzeigen wollen. «— Es schien ihm vortheilhafter 9 statt die Beob- 
achtungen unmittelbar zur Auflösung anzuwenden , aus ih'kien 
zuerst Resultate abzuleiten , die sich auf eine willkührliche An- 
xahl von Beobachtungen gründen. Zu diesem Resultate wählte er : 
die geocentrische Länge und Breite fiir irgend eide Epoche > und 
ihre ersten und zweyten Differentialign durch die entsprechende 
Potenz des Differentials der Zeit dividirt. Man sieht, wie man 
di^se drey Stücke durch die so eben vorgetragene Methode finden 
kann. Ist nähmlich x die gesuchte geocentrische Länge ^ir die 
Epoche m, und sind ITT die beobachteten Längen' für di Zeiten 

m + n, m + n% m -^- n" . . , 
so hat man , wenn man die vorige Bezeichnung der Grössen 

dl, d Is d I" . . . . dM, dM' u. s. w. 
beybehält , 

X== i — ndl4-nn*dM — n n'jn" d^ 1 -f- 
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(—) = d 1 — (n + n) dM + (n n' + nn" + n» n") d' I + 

i (—^ =: dM — (n + n' + n") dM + 

und ähnliche Ausdrücke wird man auch für die geocentrischen 
Breiten haben , wenn man 

Ä., 1, 1* . . ip /8, b, b' .. 

verwandelt. Diese Ausdrücke werden offenbar desto genauer seyn, 
je mehr Beobachtungen man anwendet , und je kleiner die Zwi- 
schenzeiten sind. Am vortheilhaftesten wird es seyn , die Epoche 
in der Mitte der Beobachtungszeiten , und so viel möglich auf 
beyden Seiten der Epoche gleich viel und gleich weit entfernte 
Beobachtungen zu wählen. Noch rouss bemerkt werden , dass man, 
wenn man als Einheit der Zeiten t die mittlere Bewegung der 
Erde um die Sonne annimmt ^ hat 

d36o . 6o* .dm, 
t := I 

X 

WO T das siderische Jahr der Erde bezeichnet. Es ist aber 



also ist 



^ ' ^^' . = h = 3548."i866 , 

T 



V.d ty h Vd mj 






• s. w. 



I. Behält man nun die im Anfange dieses Kapitels angenom- 
menen Bezeichnungen bey , so sind die bekannten Gleichungen 
der Bewegung des Planeten oder Kometen, wenn man seine 
Masse gegen die der Sonne vernachlässigt, und die letzte gleich 
der Einheit setzt 



d' X ^ X _ 

d* y y 



d 
d 



1 = O I 

t» ^ r» J 



und eben so für die Erde> wenn die coordinirte Ebene der xjr 
^ in' der Ekliptik liegt 
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Multiplicirt man die erste der Gleichungen I. durch S!n X > 
und die zweyte durch Cos X , so ist ihre Differenz 

d^xSinX - d yCosX iSinX— yCosX^ 

und eben so ' > • • 0-^) 

d'XSinX^^d'YCosX . XSinX-^YCosX 
df ^ R' 

Es ist aber , wenn 6 die auf die Ekliptik projicirte Distanz 
des Planeteni von der Erde , und L' die Länge der Sonne be- 
zeichnet, 

y = Y + 6 Sin X 
z =zd tgß 

und 

X s: R Cos L 

Y == R Sin L 

Sucht man daraus die Werthe von d*x und d'y , und substi- 
tuirt sie in der ersten der Gleichungen III. ; so erhält man 

d'XSinX — d*YCosX . XSinX — YCosX 
= .—. J. 



d'X' 



df 

~ ^ Vdty \JtJ ~ \ßv) 

oder da Y Cos X —X Sin X = R Sin (L — t) ist, 

» 

Multiplicirt man die erste^ der Gleichungen I. durch 
tang ß , Cos X , und die zwevte durch tg ß Sin X , und subtrahirt 
von der Summe dieser Proaucte die dritte Gleichung , so ist 

df df r* 

oder wenn man für 



.4 



\ 
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X y Ä, d*x , d'y, dz 
ihre Werthe substituirC 

Multiplicirt man aber die erste der Gleichungen II. durch 
Cos X) und die zweyte durch Sin ^, so gibt ihre Summe 

d*XCogX4-d'YSin3L / ^XCo«X4-YSiii3L N 

df \ S» J 

oder 

=:(XCosX + YSmX) C4-— -V^ 
Also ist die vorhergehende Gleichung 

Cos« ß 

oder , wenn man den Wqrth von 
substituirt, und der Kürze wegen A ^ 



^ü^ Sin /8 Cos i» Cos (L—X)+ (Ä Sm(L~Ä) 



seut t 
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1^3 = r'(i+AR'6) . • . (V.) 

Da man aber hat 

rV=: §'Sec'/3+2 R6Cos'(L — X)+R* 

so erhält man , wenn man die Gleichung V. quadrirt , und liir r^ 
seinen Werth aus der letzten Gleichung substituirt, 

(i-4-AR'ey.(ö-Sec'/a + 2Ra'Cös(L— ;i)+R') = R^.(VI.) 

welches eine Gleichung des siebenten Grades in Beziehung auf 
die einzige unbekannte Grösse 6 ist , die in ihr vorkömmt , denn 
die ganze Gleichung kann durch b dividirt werden-, da das völlig 
bekannte Glied des ersten Theiles derselben gleich R' ist. 

Hat man aus der Gleichung VI. dön Werth von 6 gefunden ^ 
so erhält man die Werthe von x y z aus den oben nach den Glei- 
chungen III. gegebenen Ausdrücken , und den Werth von 



aus 



(« 



u 



d'X 



s)=-(l){©+**'»(^-^)} 



so wie endlich die Differentialien von x y z in Beziehung auf t 
durch die Ausdrücke 



( 



$) = (S)«"!'-»(TD«°^+a)<="'» 



— a ('^Ysin^ 



(B = (^) '"''+'' (^) ^ '' + (*) '" " 



+ • (1) •="» 



V 



y-dz 






|) = (l)^AH..QsecV 



• wo man die Werthe von ^ 

leicht aus dem Cap.' I. bestimmen wird. Ist nähmlich E die Ex- 
centricität der Erdbahn, und Y die wahre Anomalie der Erde 
vom Perihelio gerechnet , so ist 



»90 . 

and 

Es ist nun noch übrig, aus diesen letzten Grössen die Ele- 
mente der Bahn abzuleiten* 

Der elliptische Sector , welchen der auf die Ekliptik projicirte 
Radius Yector während der Zeit dt beschreibt , ist bekanntlich 

r 

xdy — ydx 

2 

und dieser Ausdruck , oder auch folgender 

ist bejaht oder verneint, wenn die Bewegung des Kometen recht- 
oder rückläufig ist. 

Ist femer n die Neigung der Bahn, and k die Länge des 
Knotens , und 

o=z— py + gx 

die Gleichung der Ebene der Bahn , so ist 

p = tg n Cos k 
q = tg n Sin k 

Daraus folgt 
also auch 

Dividirt man die erste dieser Gleichungen durch die zweyte , 
so erhält man 2^ oder tg k, und wenn so k bekannt ist, so gibt 

jede dieser beyden letzten Gleichungen auch tg n. Man wird ^ber 
k aus seiner Tangente so bestimmen , dass n «^ 90** ist. 

Aus den §. 4* Cap. I. sieht man, dass die Geschwindigkeit 
des Kometen für die Entfernung r von der >Sonne gleich 



ist, wo a die halbe grosse Axe der Bahn bezeichnet^ und dass 
der allgemeine Ausdruck dieser Greschwindigkeit 



\f dx'4- dy'" 



d t 
ist. Man erhält daher die grosse Axe durch die Gleichung 

1 =i i i- (dx* + dy' + dz') 

a r dt' 

Ist ferner ae die Excentricität , und 9 der Winkel, welchen die 
Tangente der Bahn mit dem Radius Yector bildet , so ist 

a(i — 0= (2r — i^) Sin'y 
und 



Cos 9 = 



V dx» -H dy' 4- dz- 

Setzt man in der letzten Gleichung Tdr 

V^dx^ + dy* + dz" . 

seinen vorhergehenden Werth 

r ■ ■■ 

dt.v^i_i, 

r a 

SO erhält man 

' / >N * '• dr* 

a (1 — € ) = .2 r — — — — i. 

a df 

oder , da r' = x' + y' + z' ist , 

a (1 — «') = a r — (xdx + ydy+zdz)* 

a d t* 

und aus dieser Gleichung wird m*an den Werth von § bestim- 
men können* 

Das Zeichen des Ausdrucks 

X d X + y d y -f- z d z 

wird negativ seyn , wenn der Komet seiner Sonnennähe zugeht » 
upd umgekehrt. 

Ist endlich n, v die excentrische und wahre Anomalie, und 
I die Zeit zwischen der Epoche und dem Durchgänge des PU- 
neten durch sein Perihelium, so ist 

a — r / 
Cos u == — 



• 






i 

3 

t = a (u — € Sin u) 

wodurch man die Grössen u , y und t findet. Addirt oder subtra- 
hirt man diese Zeit von der Epoche , so erhält man die Zeit des 
Durchgangs des Kometen durch sein Perihelium. Ist femer ^ der 
Winkel der Axe der x mit dem auf die Ekliptik projicirten Ra- 
dius Yector , so ist 

X 

und da man den Winkel k kennt , welchen die Axe der x mit der 
Knotenlinie macht, so wird ^ — k der Winkel der Rnotenlinie 
mit der Prbjection von r seyn. Ist dann ^' der Winkel der Kno- 
tenlinie mit dem Radius Yector selbst, so ist 

Cos n 

und da die wahre Anomalie v, oder der Winkci, welchen der 
Radius , Vector mit der grossen Axe macht , aus dem vorherge- 
henden ebenfalls gegeben ist , so wird 

f— V 

der zwischen der Knotenlinie und der Apsidenlinie enthaltene 
Winkel , oder die Elongation des Periheliums vom Knoten seyn , 
wodurch die Länge des Periheliums 

^< — v+k, 
und sonach alle Eleqiente der Bahn bestimmt seyn werden, 

§. 12. 

Viel einfacher werden die vorhergehenden Auflösungen ^ 
wenn man die Bahn des Planeten entweder, kreisförmig oder ge- 
radlinig annimmt, Voraussetzungen , deren die erste bey nicht 
sehr excentrischen Bahnen , und die letzte überhaupt für' eine er- 
ste rohe Näherung aus zwey- oder dreytägigen Beobachtungen 
nach der ersten Erscheinung, öfters von Nutzen seyn können, 
daher wir sie kürzlich befrachten wollen. 

Setzt man die Bahn des Planeten kreisförmig voraus , solässt 
sich erstens die Aufgabe, die Elemente dieser Bahn zu finden , 
als eine rein geomietrische betrachten. Bestimmt man nämlich 
die Lage des Planeten gegen die Sonne di^rch drey rechtwink- 
ligte Goordinaten 



so gilt die ^Bedingung , dass die Bahn in ein^ Ebene liegt, die 
durch den Mittelpunct der Sonne geht, 

% +'P7 + qx= c 

und die Bedingung, dass die Bahn ein Kreis ist, dessen .Halb- 
messer durch a bezeichnet werden soll , gibt 

z' + y*+x' = a" 

Die Verbindung bevder Gleichungen gibt die Bahn des Pla- 
neten der Grösse und Lage nach. Behält man nähmlich die vor- 
hergehende Bezeichnung der Grössen 

^, A, /8, R»,L 

bey , so ist , ^ 

X = p Cos ß Cos X + R Gös L 

7 s: p Cos ß Sin X Hh R Sin L 
z ss= p Sin ß 

Substituirt man diese Werthe von x 7 z in den beyden vor- 
hergehenden Gleichungen , und setzt der Kürze wegen 

A s=s Colg /8 Sin X 
B = Gotg /9 Cos A , 

^_ RSinL 



D = 



Sin ß 
R Cos L 



und 



Sinß 

EsRGos/3 Gos (L — A> 



so hat man 
P 

P 



• + 2 Ep + R* = a* 1 

(pC + qD) _ ^ \ 

i + pA+qB I 



Eine zweyte Beobachtung gibt zwey ähnliche Gleichungen 
zwischen 

und eine dritte eben so zwischen 
p" p q a 

• 

so dass man aus diesen sechs Gleichungen, d* h. also, aus drey 
vollständigen geocentrischen Beobachtungen, die sechs unbekann- 
ten Grössen 

a p q und p p* p' 

auf die gewöhnlicbe.Weise bestimmen kann. 

IL - N 
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I. Nimmt man aber bey der Auflösung dieses Problems auch 
auf die bekannten Gesetze der Bewegung Rücksicht , so reichen 
zwey Beobachtungen zur vollkommenen Bestimmung der Ele- 
mente hin. 

Substituirt man nähmlich 4ie vorhin gegebenen Werthe vjon 
X y z in der Gleichung 

x" + y* + z' = a* 

und setzt man der Kürze wegeoi. 

A = R Cos /3 Cos (L— A) 
$o hat man 

p = Va" — (R^ — A^) .— A . . . (L) 
Für eine zweyte Beobachtung ist eben so 

A' = R' Cos ß' Cos (U — :i') 

p' =t V^a' ~ (R'* — A») — A' . . . (II.) 

Ist aber x die Sehne, welche die Endpuncte der Halbmes- 
ser ä in den beyden Beobachtungen verbindet, so ist 

oder 

ü» = 2a" — 2pp' (Cos ß Cos ß' Cos (\ — X) + Sin ßSlnfif) 
'— 2p R' Cos ß Cos (L' — 7i) 

— 2p' R Cos ft' Cos (L —X*) 

— 2RR' Cos(L— L'; • . . (III.) 

Es ist ferner die FlSiche des Kreissectors zwischen den bey- 
den Beobachtungen, 

s = a\ArcSin-^ 

und wenn 

/» = 3548".i866 
und t die Zwischenzeit ist, so hat lytan auch 

' 2 

alsa ist, wenn man bey de Ausdrücke von s einander gleich setzt, 
'■^nr = Are Sin — . • . (IV.) •- 

2äT 2a 

und die Gleichungen * 

LH IILIV. 
€Qthalten nur die unbekannten Grössen 
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sie reichen daher mehr als hin , die Wertbe dieser Grössen zu 
bestimmen.' 

Sammelt man das Vorhergehende , so ist 
A = R Cos /8 Cos (L — A) 

B :r= 2R' C0&/3 Cos (L--A) 

A'=: R' Cosß' Cos (L' — V) 
B' = 2 R Cos /S* Cos <L ^X'y 

tg C = ^^^-Slli 
Hat man diese beständigen Hilfsgrössen berechnet, so ist 



Sm m = 1 i 

M 

p = a Cos m r*- A 



Sin m' = 






, _ V/R" — A' 



p' = a Cos m' — ^ A' 

Ä = 2 a — 2 p p Sm ß 1-- ^.! 

_Bp — B'p' — 2RR'Cos(L-<-L') 
iL -Sin Jl 



8B 



3 



== O 



Man nimmt daher einen willkührlichen Werth von a an, 
und sucht damit 

m m p p ji 

Wird fiir den gefundenen Werth von n der letzte Ausdruck gleich 
Null , so ist a richtig. Im entgegen gesetzten Falle wird man das- 
selbe Verfahren mit einem > andern Werthe von a wiederholen , 
und so durch die bekannte Methode den wahren Werth von a 
finden. 

* ' * ■ 

Hat man so . 

app 

gefunden, so wird man daraus 9 nach den vorhergehenden , die 
Neigung der Bahn und die Knoteniinie bestimmen ; die Differenz 
der Argumente der Breite wird seyn 



2 h = 



iL 

aT 



N 8 



und die tägliche Bewegung in Sekunden 



3 



Wendet man das Vorhergehende auf die «wey Beobachtun- 
* gen der Vesta vom 24. und 29» April 1807 an , welche wir §. 6. 
gegeben haben , so ist . 

t = 4.9^0197 

log A = 9.8807012 
log B == 0.1492157 

log A' = 9.840747» 
log B' = 0.1797447 

C = 78" 22' 34"97 

log V R' — A^ = 9.8197078 
log V^R" — A'' = 9.0598422 

, ^ Sin ß Sin (C + ß'> u % / 

log 2 — Ju ^ *^' sst 0. 0010147 

Cos C 

2 R R' tos (L — L') = s -0218832 
I, Hypothese: 

a =a 2 

m = 19" 16' 34"8 
m' s 21 i3 42.2 

log p = 0.0523367 
log p' Ä 0.0656700 

js' = 0.005Ö973 
' log JL SS 8. 1759283 

log Sin JiL s 8.1806669 



Fehler s 0.0047286 

« 

II. Hypothese: 

a SS 2.2 

m = 17* 27' 6i"85 
m' a= 19 i3 6.14 

log p = 0.1267106 
log p' = 0.13872Ö6 

ff' SS 0.0093423 



r 



-N 



) 
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log iL= 8.1185700 



Sa 



log Sin — L-^ s= 8.1186717 
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Fehler =: 0.0000017 
also corrigirtes ^ 

a = 2.2000755 
oder ' 

log a =s 0.3424376 

und corrigirtes 

log p = 0.1267373 
log J>'== 0.1387549 

Daraus folgen die .heliocentxischen Längen und Breiten 

Sinb = t Sinß, Sin (L— 1) -= ffüi Sin (L— ;t) 
a a Cos b 

I =191' l2'5ä"i 

r = 192 43 30.9 

b =t= 7^ 2' 33''9 
b'= 7 3 33.1 

und daraus Neigung der Bahn 

r 4' 45" 

Länge des aufsteig. Knotens 
107" 3*^ i7"8 

Vergleicht man diess mit §. 9. , so ist das hier gefundene 
log a zu klein um o.oo56) und die Neigung zu klein um o** 2'. 
Beträchtlicher weicht die Bestimmung des Knotens von der 
Wahrheit ab , weil sich die Breiten so wenig ändern ^ oder weil 
das Argument der Breite in der ersten Beobachtung ^7** 54' « 
also 2u nahe an 90"" ist. Aus derselben Ursache ist die Neigung 
den Bahn desto genauer. 

Setzt man aber voraus, dass die Bahn. eine gerade Linie ist ^ 
'so sey 

X = Py — p . . . (I.) 

'die Gleichung der Protection dieser Linie in der Ebene der Eklip- 
tik ) wo der Anfangspunct der Coordinaten die Erde in der ersten 
Beobachtung , und wo die Axe der x in der Linie liegt , welche 
die Erde, und den auf die Ekliptik prjojicirten Planeten in der 



^ 
^ 
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ersten Beobachtung verbindet. Die Linie >. welche die Erde und 
den auf die Ekliptik projicirten Planeten in der zweyten , dritten 
und vierten Beobachtung verbindet y schneide die Axe der x , oder 
die Linie , welche ^ie Erde und den projicirten 'Planeten in der 
ersten Beobachtung\erbindet , inPuncten» deren Entfernung vom 
Anfangspuncte der x in derselben Ordnung gleich a, b, c ist, so 
wird man fiir die Wertbe dieser Entfernungen haben 

R Sin (X' — L) — R' Sin (X' — L') 

Sin (X' — X) 

b = ^ Sin (X^^— L) ^ R^^ Sin (X^^ — V) 

Sin (X" - X) '' ^ * 

— R Sin (X^^^ -I L) -- R^^^ Sin (X^^^ — L^) 

"" Sirf (X'" — X) 

Setzt man überdiess der Kürze wegen 

A = Cotg (X' —X) ' ' 

B = Cotg C^" — X) ^ . 

C = Cotg (A " — \) 

so wird die Gleichung der Linie , welche die Erde mit dem auf 
die Ekliptik projicirten Planeten verbindet, d. h. so wird die 
Gleichung der Grössen b ö* ö" Ä'" seyn 

in der ersten Beobachtung y = o 

zweyten • ^ x = Ay — a 

dritten . . I . x = By — * b 

vierten .... x = Cy — c • 

also sind auch die Coordinaten des Punctes , in welchem die Li- 
nie d die projicirte Bahn schneidet , 

in der ersten Beobacht. { s= •— p und v =: o 

_ »P-Ap , _• — P 



zweyten .... 5* = 



V = 
A — P A— P 



dritten .... {'' = ^Lzli ti" s= izJ? • 

vierten .... ^ == ^-^^^ t,'"=: "t^?^ 

* C— P C— P 

* 

Heisst man nun (i.2) die Zeit zwischen der ersten und 
zweyten Beobachtung, und eben so mit den übrigen Zwischen- 
zeiten , so ist 

und 
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Substitnirt man daher in diesen bejden Gleichungen die vor- 
hergehenden Werthe von 



V V V V 



ÄO kann man daraus die beyden Grössen P und p bestimmen. 
Man findet so die schönen Ausdrücke 

p _ (i3)(c — b)A~(i5)(c--a) BH-(t4)(b~i)C 
(j2)(c-.b)-(A3)(c-«)+(i4)tb-a) 

tmd • ^ 

^ (i5)(i4)(C~B)a-.(» 2)(i4) (C-^A) b4-(ia)(i3)(B-A)o 
(i3)(i.4)(G — B) — ("i2)(i4)(C— A>+(i2)(i3)(B-A) 

Ist aber P und p gefunden, so ist die Gleichung (I). der pro- 
jicirten Bahn gegeben, und die weitere Bestimqnung der Ele- 
mente hat keine Schwierigkeit. Nennt man noch M den Winkel , 
welchen die projicirte Bahn mit der Axe der x bildet , so findet 
man leicht 

Sin M = (i«)(b — c)-(i5)(ft-c)-Ki4)(a~b) 

^i3)(i4)(C-~B)«(i2)(i4)(C-A)+(i2)(i5)(B-A) 

I. Da aber die Voraussetzung einer geraden Linie auch bey 
sehr nahen Beobachtungen nur unn'ähernd wahr ist , so wird es 
erlaubt, ja vortheilhaft seyn, auch in den Rechnungen die Abkür- 
zungen anzubringen , welche dem Endresultate keinen merkli- 
chen Eintrag thun. Man vvird daher fiir eine erste genäherte Be- 
stimmung einer Kometenbahn , wo es nur darum zu thun ist , dass 
man aus den ersten Beobachtungen , die man gemacht hat , den 
Kometen nach einigen trüben Tagen wieder ohne viel Mühe, der 
Rechnung sowohl als der Beobachtung selbst , auffinden könne , 
folgende Methode , die sich auf die Ausdrücke des §. 4. Gap. II. 
gründet , nicht ohne Nutzen finden. 

Wenn man nähmlich die Bahn des Planeten als eine gerade 
Linie annimmt, so sind die in §. 4- gebrauchten Grössen 

f f f 

die Flächen der geradlinichten Dreyecke , welche zwischen 
der Bahn und den Radien der drey Beobachtungen enthalten 
sind, und da diese Dreyecke alle eine gemeinschaftliche Höhe 
haben ^ weil ihi* gemeinschaftlicher Scheitel im Mittelpuncte der 
Sonne steht , so verhalten sich die Flächen dieser Dreyecke , wie 
die Grundlinien derselben. Da aber die Bewegung in einer gera- 
den Linie während einer kurzen Zwischenzeit als gleichförmig 
vorausgesetzt werden kann , so verhalten sich diese Grundlinien , 
also auch jene Filichen , wie die Zwischenzpiten der Beobach- 
tungen. Behält man daher die in §. 4- gebrauchten Bezeichnungen 
^ bey , so gibt die erste der Gleichungen IV. 



I 
I 



Soo 






lind die dritte der Gleichungen IV. 

;y' A' 

Wenden wir diess auf die Beobachtungen der Yesta an « die 
wir in §. 6* gegeben haben , wo auch schon die Werthe der Gon* 
stauten 

A A' A" C und ^ 5' 3" 

gegeben wurden , so findet man sofort 

log d = 0.1690281 
log 6" = o . 1910246 

Es ist aber 

X = d Cos X + D Cos L 

y =E d Sin ;i + D Sin L 
z r=z ö ig ß 

also für die erste Beobachtung 

X =s — 2.3o534i7 

ir = — 0.4076890 
og z c= 9.4622528 

und eben so fiir die letzte Beobachtung 

x" s= — 2.2760672 

?'" SB 0.5190821 
Og z" = 9.4801173 

'Man hat daher 

zy" — yz" = — 0.0344219 
xz" — x"z = — 0.0064542 
xy" _ x"y = + 0.2687321 

also findet man nach §. 6. Neigung der Bahn 

n = 7' 23' 2i"6 
Länge des aufsteigenden Knotens ' <^ 

A = 99"o'i3''5 

. Andere Auflösungen ähnlicher Aufgaben s» in. Berl. Ephe- 
meriden 1780 p. 19«)) und 1786 p. 224 und 238. 



VIERTES KAPITEL. 

Verbesserung der schon nahe belcannten 

Elemente. 



§•1» < 

W enn die Beobachtungen und die Grössen « welche wir den 
Rechnungen der vorhergehenden Abtheilung zu Grunde legten y 
voilkoninieu genau wären, so müssten auch die aus drey Beob- 
achtungen« abgeleiteten Elemente völlig richtig seyn , die kleinen 
Abweichungen etwa ausgenommen , die vöii dejr Unvollkommen« 
heit unserer bloss approximirten Logarithmen , und von den im 
Vorhergehenden vernachlässigten Massen und Störungen anderer 
Körper entspringen. Da aber alle unsere Beobachtungen , so wie 
unsere Rechnungen, nur blosse Annäherungen zur Wahrheit 
sind , so werden wir, weil wir diese Wahrheit selbst doch nie er- 
reichen können , uns ihr wenigstens so viel möglich zu nähern 
suchen. ' ^ * • 

Aus der Natur des Gegenstandes, welchen wir hier behan- 
deln , folgt schon , dass die unvermeidlichen Beobachtungsfehier 
auf die daraus abgeleiteten Resultate einen um so grössern nach- 
theiligen, Einfluss haben werden, je kleiner die Zwischenzeiten 
dieser Beobachtungen , oder vielmehr , je kleiner die heliocentri- 
schen Bewegungen des Planeten in diesen Zwischenzeiten sind. 
Da aber alten vorhergehenden Methoden diese Voraussetzung zu 
Grunde liegt und liegen muss , weil es uns sonst an allen Mit- 
teln fehlen würde , vorläufige Werthe für die Grössen 

fff 

zu bestimmen, mit weldien man die erste Methode anfangen 
kann — so ist klar, dass die durch die verhergehenden Metho- 
den ai)geleiteten Elemente oft noch beträchtlicher Verbesserungen 
bedürfen werden. Wenn wir uns also in der vorhergehenden Ab- 
theilung damit beschäftigten , aus drey ersten einander nahen 
Beobachtungen die noch völlig unbekannten Elemente, 
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Vielehe diesen drey Beobachtungen g^nug thnn 9 zu finden , so wol- 
len wir nur sehen, wie man mit schon bekannten genäher- 
ten Elementen diejenige finden könne, welche drey von einan- 
der sehr entfernten Beobachtungen vollkommen oder auch meh- 
reren gesammelten Beobachtungen so nahe als möglich entsprechen. 
• • • . 

Vor allem wird man aber diese neuen Beobachtungen , wel- 
che man der genauen Bahnbestimmung 7.u Grunde legen will , 
nicht auf Gerathewohl aus der vorhandenen Anzahl der Beobach- 
tungen herausnehmen 9 sondern mit Vorsicht nur solche wählen, 
von deren Güte man überzeugt ist. Zu diesem Zwecke wird man 
aus mehreren einzelnen Beobachtungen , die nahe an einander lie- 
gen , eine einzige andere ableiten , die von allen vorhergehenden 
gleichsam das Mittel ist , und daher eine viel grössere Genauig- 
keit, gewährt, als jede der vorhergehenden einzelnen Beobach- 
tungen« 

Wenn man nähmlich mit den schon beynahe bekannten Ele- 
menten dre geocentrischen Orte der einzelnen Beobachtungen be- 
rechnet, so werden die Unterschiede dieser berechneten und der 
wahren beobachteten Orte in dem Laufe mehrerer Tage con- 
stant , oder wenigstens der Zeit proportional seyn. Sind z. B. 

a a a , , 
die zu den Zeiten 
. tt't". . 
beobachteten Rectascensionen oder Declinationen , und 

Ä + Ä , ä' -f- ä' , ä" -|- 6" . . 
dieselben aus d«n Elementen berechneten Grössen, so werden 

wenn die Beobachtungen selbst als richtig vorausgesetzt werdep , 
die Fehler der Elemente bezeichnen ^ und es wird, wenn man 
die Grösse 

als constant betrachten kann , der wahrscheinlichste Fehler je- 
der dieser aus den Elementen berechneten Orte gleich '(Buch I. 
Cap. X.) . I 

n 

seyn, wo n die Anzahl der Beobachtungen ist. Sind aber die Beob- 
achtungen selbst unter einander nicht von gleichem Werthe , und 
< drückt z. B. 

a a' a" 

den Grad der Gute der ersten, zweyten und drillen Beobachtung 



L 
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aus , so ist der mittlere wahrscheinlichste . Werth des Dehlers 
der Elemente nicht mehr wie zuvor, das arithmetische Mittel aus 
allen einzelnen Fehlern , sondern es ist (a. a. O.) 






a'»-f-a"*4- 



und wenn man die Grösse A kennt, so wird man-fiir die wah- 
ren Rei:tas.censionen , Declinationen etc. annehmen 

in der ersten Beobachtung a-|-d —-^ 

zy^eyten, . a'-|-6' — ^ 

dritten «" + 6"— A u. s. w. 

und es wird dann gleichviel seyn, welche von diesen Beobachtun- 
gen man den künftigen Untersuchungen zu Grunde legt. 

.§. 2. 

Wir wollen also voraussetzen, dass^man drey so verbesserte, 
von einandeß beträchtlich entfernte Beobachtungen habe , und se« 
hen , wib man durch sie die bereits bekannten genäherten Ele- 
mente verbessern könne. 

Zur Auflösung dieser Aufgabe bieten sich mehrere Wege dar, 
von welchen wir nur einige der «vorzüglichsten näher anzeigen 
wollen. 

Für die zwey äussersten Beobachtungen suche man aus den 
Elementen di,e Logarithmen der curtirten Distanzen des Planeten 
von der Erde 

x=log6,x''=logÄ" 

und suche daraus (nach Cap. II.) die hei iocenti sehen Orte und die 
Radii Vectores des Planeten , und daraus (nach Cap. III. §. b.) 
die Lage der Bahn und die heliocentrische Länge in der Bahn, 
und daraus (nach Cap. III. §. 7.) alle übrigen Elemente , welche 
Elemente also jene zwey äussersten Beobächtungeii genau darstel- 
len werden , wenn auch die anfangs angenommenen 

X x" 

fehlerhaft sind. Mit diesen neuen Elementen bererfme raaa nuft 
den geocentrischen Ort fiir die dritte Beobachtung , so erhält man 
die Differenz X der beobachteten und berechneten Länge, und die 
Differenz Y der beyden Breiten , und wenn 

X,Y 

nicht etwa gleich Null sind , so wird man mit zwey andern Vor- 
aussetzungen für 



X x" 



noch zwey andere Fehler 






und 



XM' 



erhalten , aus welchen man (nach Cap» I. §. 8.) die wahren Wer^ 
the von 



X 



1^ 



finden 9 und daraus auch die wahren» allen drey Beobachtungen 
entsprechenden Elemente bestimmen wird. Es ist klar, dass man 
fUr die beyden äussersten Beobachtungen keine solchen wählen 
darf, die in heliocentrischer Länge um zwey , vier , sechs rechte 
Winkel u. f. oder nahe um diese Grösse von einander entfernt 
sind, weil sich aus solchen Beobachtungen die Lage der Bahn 
nicht bestinmien lässt. 

I. Eine andere noch vortheilhaftere Methode ist folgende : 

Aus den beynahe bekannten Elementen suche man fiir die zwey 
äussersten Beobachtungen die curtirten Distanzen des Planeten 
von' der Erde, und daraus die Längen in der Bahn und die Ra« 
dii Vectores 

r r". 

Mit Hilfe der Lage der Bahn, welche zugleich durch diese 
Rechnung gefunden wird , suche man auch fiir die mittlere Beob-^ 
achtung die Länge in der Bahn, und den Radius Vector r'. Auf 
diese Weise erhält man für alle drey Beobachtungen die Grössen 

r r r 
und 

2 h, 2 h', 2 h" 

so dass man hat 

h'=h + h" 
und 

f = r' r" Sin 2 h 

f « rr" Sin 2 h' 

r = rr' Sin 2 h" 

Dann fange man eine doppelte Berechnung der Elemente aus 

r r' h" »" 
und 

r'r^'h^ 

an V nach Gap. IIL §. 7.^ gehe aber in beyden nur bis zu der 
Gleichung (IV.) die y gibt,^,welches y in der ersten Berechnung 
ff" , und in der zweyten ff heusen soll. 

Nun hatten wir §. 7. lU» drey Ausdrücke für p , nähmlich 
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^ ^ 4rr^ f^^ Sinh Sinh^ Sin h^^ 

P £ — P + f ' 

und diese drey Wcrthe müssen identisch ^feyu, wean die ersten 
genäherten Elemente richtig sind , d. h. man müsste in diesem 
Falle haben 

Ist nun X und T nidht Null, so wiederhole man die ganze 
Berechnung noch zweymahl mit zwey andern curtirten Distanzen 
ßir diebeyden tosscrsten Beobachtungen , woraus man dann, nach 
Cap.I. §.Ötjdie wahren curtirten DiaUnzenvUnd daraus die wah-^ 
ren El erneute der Bahn erhält, welche diesen dr)ey.&u Grunde ge- 
legten Beobachtungen genug thun. ^ 

U. Diese. R^chnupgen abzukürzen , kann man in der zweyr 
ten und dritten Hypothese nur eiiie von den beyden zuerst an- 
genommene curtirte Distanz verandern , und so verfahren : 

Aus den schon bekannten genäherten Elementen Wechneman 
für die beyden äüsserstcn Beobachtungen die cartirteii Distanzen 

b und b" 

und berechne daraus die Elemente und daraus den geocentrischen 
Ort M (nähmlich dessen Länge und Breite oder dessen Rectascen- 
sion und Declination) in der dritten Beobachtung. In einer zwey- 
len Hypothese , für die man .V 

6 -|- m und b" 

annimmt , suche man eben so die Elemente und daraus fiir die 
dritte Beobachtung den grocentrischen Ort 

In einer dritten Hypothese endlich , für die man 
dund6" + iff' 

annimmt, suche man wieder die Elemente, und danuis lUr die 
dritte Beobachtung den geo«entrisdien Ort 

Da nun die Grössen 

mm^A/S 

nur klein sind , so kann man annehmen , dass in einer vierten 
Hypothese, für die man 
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annehmen wollte, der berechnete geocentrische Ort der dritten Be- 
obachtung seyn wjrd 

M + ax+/8y 

Ist daher N der wirklich bieobachtete geocentrische OH, so 
hat man '.».. i.«.* ,. 

M + ax + i9y = N 

und da sowohl die geocentrische Länge, als die gieoceDfrische Breite 
eine solche Gleichung gibt, so wird man aus diesen beyden Glei- 
chungen die Werthe von x und yd. h. die wahren curtirten Di- 
stanzen der zwey äussersten Beobachtungen finden, aus welchea 
man dann die wahi;en Elemente berechnen kann i^ welche diesen 
.drey Beobachtun|;en yollko^imen Geniige tbu^»', ^ 

Man kann dii^se Mmböde "selbst auf! mehrmals, drey Beob- 
achtungen ausdehnen. 'Sucht 'inaa <nbhmlieh in der^psten Hypo- 
these durch di^/aos' ' 

abgeleiteten Elemente die gepcentrisc^en Orte ^fner^ritt^h, vier- 
ten und fünften Beobachtung, d^ie " 

MM'M". . . , 

. \ T 4 \ ' 9 ••y ' > « « , 

heissen sollen ^ utpd sind ebeti'^o ds^ benechnetea g^ocentrische^n 
Orte in der zweyten Hypothese .. . 

-und in der dri^B HypttJlhtee, ' .> ■. 

so hat man > wenn 

NN-N". . ' ' ' ■ '' '' 

..-...'■. ....''.■ ' . . • 

die wirklich beobachteten Orte siiid > lojlgendQ.,, eigentlich dop- 
pelte Gleichungen: 

M +« X + /3 y = N ' 

M'+ä'x-+-/8'y = N' ■'■ ::••■:!.'■•, 

M"+»"x+ß"y = N" u. s. w...- 
^us welebeaaian dann die wahrscheiiilichsten> W^ctbe .4er Grösse 

nach der im ersten Buche gegebenen Methode finden , und aus 
diesen diejenigen Elemente bestimmen wird, welche siqh an alle 
zu Grunde gelegten Beo||ta)ilungen am besten aoschliessen. 

III. Diese letzte Methode lässt sich^ wie man sieht, auch auf 
parabolische Elemente unmittelbar anwenden,' doch ist 63 beque- 
mer, für diese auf folgende Art zu verfahren. 



20J 

Aus den genäherten Elementen suche man fiir die zwey aus- 
•ersten Beobachtungen die curtirten Radii Vectores 



r r 



w 



In einer zweyten Hypothese seyen diese Radien 

r + m,r" 
und in einer dritten i 

r,r +m . 

Aus diesen angenommenen Entfernungen von der Sonne und der 
beobachteten geocetitrischen Länge und Breite berechne man für 
jede der drey Hypothesen die parabolisclhen Elemente, so findet 
man in jeder dieser drey Hypothesen die Zeit , 

T, T -f-t.T + t' 

welche zwischen den zwey äussersten Beobachtungen hätte verstrei- 
chen sollen , und diese mit der wirklich beobachteten Zwischen- 
zeit 5 verglichen, gibt die erste Gleichung zur Bestimmung voü 
X und j t 



m 



m' 



// 



Um eine zweyte Gleichung zu erhalten , berechne man fiir die 
dritte oder mittlere Beobachtung in jeder der drey Hypothesen die 
geocentrische Länge , oder wenn sich die Breiten stärker ändern , 
die geocentrische Breite , die in den drey Hypothesen nach der 
Ordnung 

^ M, M + «» M+/Ö 

heissen soll. Ist dann N die wirklich beobachtete Länge* oder 
Breite, so ist die zweyte Gleichung 






Hat man so x und y gefunden, so sind die wahren curtirten 
Distanzen von der Sonne in den zwey ersten Beobachtungen 

r + xundr"+y 

woraus man dann auch die wahren Elemente finden kann , wel- 
che diese drey Beobachtungen genau darstellen. Man bemerkt 
von selbst , dass sich dieselbe Methode , wie die in III. gegolte- 
ne , auch auf mehrere Beobachtungen , fortsetzen lässt. Wie mapr^ 
sie zur Berechnung der elliptischen IQabti benutzen kann , s. Qpi. * 
fierl. Jahrb. 1S20 , p. 22o. ^ 



V 



§. 3. 

Hieher gehören auch die Untersuchungen) welchen Einfluss 
kleine Fehler des geocentrischen Orts eines Planeten auf dessen 
faeliocentrische Lage und umgekehrt haben. 

Zu diesem Zwecke wollen wir die vier Gleichungen Gap. II. 
§. 7. I. wieder vornehmen, die 

t&U-9 P9 r und Sin u 
geben. 

Der erste dieser Ausdrücke gibt sofort 
du ;= 1^^ Jd X Sin ß Cos ß Cos (L-x) + dß Sin (L-^)l 

r SinßSiii(L^k)( J 

und wenn man eben so aus der zweyte^ Gleichung dp sucht, 
und diese Werthe von du und dp in dem Differential der vierten 
Gleichung 

dr Sinn Sin u + rdu Sinn Cos u 
; = dpSinß + p d/äCosß 

substituirt, so erhält man 

f dr dXSinßCosß /• Cos(X— k) Cos u Cos (L~X )\ 

^ SiniiSinuSin(L-k) \ {[ , r ) 

— d {J ^ Sin (X— k) Cos uSiii(L-X) v 

Sin n Sin u Sin (L— k) V S * r ^ ) 

I. Allein nicht bloss die unmittelbaren Fehler 

d;i, dß ^ 

der Beobachtung 9 sondern' auch fehlerhafte Voraussetzungen in 
der Lage des Knotens und der Neigung der Bahn können auf 
den aus den Beobachtungen abgeleiteten heliocentrischen Ort nach 
den verschiedenen Umständen mehr oder weniger nachtheiligen 

Einfluss haben. 

• 

Um diess nähör zu untersuchen 9 biethen sich die Gleichungen 
Gap. II. §. 8; ly. als bequem dar, durch welche man findet 

- ^^ dn Sin' u (Sinn Cos (L--k)-f- Cos nCotgg) -- dk Sin u Cos y 

[ Sin (L ^ k} 

' ^ d,^lC otg(h-v) f ^.^ Sv^_^^ Cosu Sinvl 

Sin (L-.k) l Sin g I 

WO v g h . . die dort angezeigte Bedeutung haben. 

II. Endlich hat auch eine fehlerhafte Voraussetzung des Son- 
nenorts einen verschiedenen Einfluss auf den heliocentrischen 

' Ort des Planeten) d^n man aus dem beobachteten geocentrischen 
ableitet. 



so^ 



Legt man ms Cap. II. §. 7, 1., die Gleichungen 

tg (x-k) = yjzl ' 

' tg /J = !Z| Cos (^ — k) 

zu Grunde , so erhält man durch DlfTerentiation 

(dx~dX) ly-Y) = (dy - d Y) (x-X) 

(dx-dX)(z— z)c= (d2 — dz;(x-x> 

Aber man hat 

dx=» — — rdu Sinn 

r 

« 

dy=: Li -|- rdu Cosu Cosn 
d z = — + rd u Cos u Sin n 

•r 

und eben so ' 

dX= ^^^^-.— YdL 

dY= 2[£!l + xdL 

Z » dZ = o 

Substituirt man diese Werthe in den zwey vorbergehendea 
Gleichungen , so findet man daraus durch Elimination die Wer- 
the von 

du und dr, 
Mhmlich 

du= '^^^""^^.dL 

rSm(L-^k) 
dr = rCQML>~k)^RCo^ü | j ^ ,-rdR 
( Sin (L— k) J ' R 

Man könnte von diesen drey Fällen auch die jumgekehrten 
entwickeln , die oft ihren Nutzen haben v^rerd^n. So findet man 
für den letzten Fall 

,^ dRSin(X-L)-^RdL Cos(X^L) 

U/v SS > •- - I U li ■ w I I ' 11 

p Cof ^ 

dj8 = .?i!^ { d R Cos(a.~L) + Rd L Sin (X— m 

und dtess sind die fehler der geocentrischett Läge , ^ie man be* 
II. O 



2io 

geht » wenn man aus dem gegebenen heliocentrischen Ort und 
den um ~ 

d L, d R 

fehlerhaften Ort der Sonne die geocentrische Länge und Breite 
ableitet. Da die andern Fälle keine besondern Schwierigkeiten 
darbiethen , so halte ich mich nicht weiter dabey auf. 

§.4. 

Interessanter noch ist die Untersuchung, auf welche Art kleine 
Veränderungen der Elemente der Bahn mit den daraus entsprin- 
genden Veränderungen der heliocentrischen Länge 1 und Breite b 
zusammenhängen. Um hier alle Elemente auf einmahl zu berück- 
sichtigen , hat man Gap. L §. 16 aus der ersten und dritten der 
Gleichungen (A) 

dl = dk— dntgbCos(l — k) + du. JBüJL 

db == dn Sin (1— k) + du Sin n Cos (1- k) 

wo u das Argument der Breite, und Tdie reduzirte heiiocentrische 
Län^e des Planeten ist. Bezeichnet man aber durch v, m die wahre 
und mittlere Anomalie vom Perihelio durch 

^, a ü, ir 

die halbe, grosse Axc, die Excentricität und die Länge des Perihe- 
liums, und nennt t die Anzahl der Tage, die seit .der Epoche, 
zu welcher die mittlere Länge L' des Planeten gehört, verflossen 
-sind , und f ^dlich die mittlere tägliche Bewegung , so ist 

u = V + ir — k 
und 

m=L' + tf— ir 

Aber 

dv=; ft'.dm + ß.dt 

ys^o (nach Cap. I. §. 7) * 

und ' 



also auch 



Ist daher 



^ (* -f" t Cos y) Sin ? 
F= i 

V—* 

du = a (d L' + tdf — d nr) 
4-/8dt + d ^.— dk 



^ Cosn 
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und 
so ist 



B = iSin2 b Cotg(l— k) . 



dl=A(adL' + atdf+(i — 
-f.(i-.A)dk— tgb Cos 

db = AB(adL'+atdf+(i— a)d3r+_E!L') 

bin. x"-^ 

— A B . dk + Sin (1— k) du 



' Smi" I 

) (1— k) dn I 



Für die Sonne gehen beyde Gleichungen io folgende ein- 
zelne über 

ßdf 



dl = «dL' + (i— a)d'r + 



Sinx 



// 



atdf 



wo 1 die wahre Länge der Sonne bezeichnet. Ist m die mittler^ 
Anomalie , so ist auch sehr nahe 

j^ = 2 Sin m + 1 e Sin 2 m 

§. 5. 

Noch wichtiger endlich ist es « den Einfluss kleiner Verän- 
derungen der Elemente auf die geocentr^che Lage des Pla- 
neten zu kennen. Bezeichnet 

die geocentrische Länge und Breite des Planeten ; 

LR 

Die Länge und Entfernung der Erde, und setzt man anfangs vor- 
auS) dass der Planet mit der Sonne in Opposition 
^ ist, d. h. dass 

1 = L 

ist, so hat man überhaupt 



also fiir 



tg(;i-^L)=:^'^°'^^^"^"^> 
** '^ r Cqs b Co» (1— L) — Ä 



I =L 

dX« dl. *^^ 



tgb 



Voraus folgt , dass man nur die ersten der Gleichtingen I. durch 

ZU multipILt^ren hat # um den gesuchten Ausdruck für iK zu er- 
hahen« , ' 

O 2 ^ 



812 

Weiter ist aligemein ' , 

. ' ' ' ' 
p Sin ß r= r Sin b , » 

und für die Opposition 

R^-pCosß = r Cosb 

wo p die Distanz des Planeten von der Erde bezeichnet. DiiTeren- 
ziirt man bejde Gleichungen , indem man R als constant betrach- 
tet, und eliminirt die Grösse d paus den beyden Differentialglei- 
chungen , so ist 

j_ drSin(b— P)-|-rdbCo«(b^) 

Es ist aber 

, ' 2 rdf 

dr = — " 

3f 

, 4- -,: .Sinv(dL' + tdf— dflr) — aCosv.dt 

Substituirt man diesen Werth von d r und den von d b aus 
der zweyten der Gleichungen I. in dem letzten Ausdrucke von d /3 ,- 
so erhält man 

d/S=E,dL' + (Et— Ü C)df 

+ (D — E) d* + (D/8 — C6) d« 
+ D ^f±±) .dn-D.dk 

Sinn 



wo man 

r 


hat 
p _ Sinß Sm(b — P> 

r Sin b 


• 


Cos b 


und 


V^i — t' 




« ■ 

^ = a Cos v 



und diese Gleichung ist 6s, die man der zweyten der Gleichun- 
gen I substitutren muss , um d ß für die Opposition zu erh«ften. 

Dieselben beyden Gleichungen geben auch durch «me "feinfa- 
che Verwandlung die vollständigen Bedirigungsgle^^ungen der 
SonQenb§obachtungen. Bezeichnet man nähmlich «^urch A D die 



Rectascensioniind Declination der Sonne, durch t die Schiefe der 
Ekliptik y uniLiftetzt . . ^ 



P = 



1 



V 



0= (^ "^ ' ^^* ^) 



Sinv 



«o hat man nur in den vorhergehenden Ausdrücken 

' 1 in A 
hssiß in D 

n in e und 
k in Null • 

zu verwandeln, wodurch man erhält 

Cos e 



dA = 



[PdL' + Ptdf+O— P)djr+Qdf] 



Cos* D 

— ^ tg D Cos A • d e 

dD = CosASine[PdL' + Pt.df+(i-PJd>+Qdf] 

+ SinA.de 

Vergleicht man aber bloss die Längen L der Sonne , so ist 
folgende Glefchung der beyden vorhergehenden gleichgeltend 

dL==PdL' + Ptdf-f- (i— P)d«^+Qdt 

welche mit der in §• 4 gefundnen übereinstimmt«. 

I. Das Vorhergehende gab die Wetthe von 

d X, d/9 

durch die Grössen 

de,dx',dk.. 

unter der Voraussetzung , dass der Planet mit der Sonne in Op* 
Position sey. ^s ist aber nicht schwer , die Abhängigkeit dieser 
Grössen ganz allgemein ohne irgend einer beschränkenden Voraus^ 
Setzung zu erhalten. Beh'^lt man die früher gebrauchten Bezeich- 
nungen bey , so ist 

X — X = p Cos ß Cos (X— k) = r Cos u — R Cos (L— k) 

y — Y = p Cosß Sin Oi^k) = r Cosn Sinu — • R Sin (L— k) 

z — Z = p Sin fi = r Sin n Sin u* 

Differenziirt man die ersten Ausdrücke von 

X — X.y— Y,z — Z 

in Beziehung auf 

so erhält man , wenn man dp eliminirt, 



si4 

A(.-V^^ dy Co.(X-k)-d,Sm(X-.k) 
dß= f! Cos /8 — fl Sin(».-.k) Sin|9 

e e 

— i Cos (*i-k) Sin ß 

. P, ■ ' 

Nehmen wir also die Lage der Erde und ihre Entfernung von 
der Sonne iur fehlerfrey an , so hängt 

nur von den Grössen 

u,r,n,k 

ab. Daher sind die partiellen Differentialien dieser Goordinaten in 
Beziehung auf diese vier Grössen ;ku nehmen. Setzt man der Kür- 
ze wegen 

tg(X-k) 
Goftn 

tj f == Sin (Ä*— k) tg n 
so ist 

p Cos ß 
Co«n Sin « Co« (X^k) — Cos u Sin (X—k) 



j 

< 



das heisst 



p Cos ß 



>^ d X\ Sin (X-^k) Sin (9- u) _ , 

• Vary pSin^ Cos^ 

Eben so erhält man 

i /^dXN _ r Sin (X— k) Co« (y— n) _ w 
' V duy p Sin ^ Cos ß 

(dXx _^ ^^ T Sin n Sin n Co«.(X— k) _ ^ 
dny p Cos ^ "~ 

dXN ^ ^ HCos(t^X) ^ j, 

dky pCos^ 

Eben so ist ferner ^ 

d^X _ _^ RSinp Cos(L-X) _ „ 

r p 



it ] 



f^^ -= ! Sin n Cos (X—V) Cos (f^u) Cos (+— /8) 



Si5 



+Z Sitt (j— u) Sin (f^ß) = b" 
P 

(d ßN r Cos n Sin u Cos (4^— ß) ^ «,r 
dny p Cos <|; 

Y"*?^ = i Sin i8 Sin (L— ^) = d" 

Vdty P 

woraus also folgt 

dx = ^'.dr+b'.clu + F.cln + d\dk 
dß = a\dr + b". du + F. dn + d". dk 

Ist aber ie die Länge des Periheliums , v , m die wahre und 
mittlere Anomalie, a, a £ die halbe grosse Axe und Excentricitaty 
so ist 

u = V + * — k 
also auch 

Ju = dv + dar — dk 

Weiter hat man Cap. I. §. 7 

dv= — (i — I )> dm + Smv,de 

und 

dr^ ^ da4-«.,i!i — • Sin v . dm '•— aCosv . dt , 

Setzt man der Kürze wegen - 



^ 



r» 

(s + i Cos v) Sin ▼ 

^^ ^ — — « 

I 

at SmT _ f» 

— a Cos V = g' 
dy=fdm-f-gde 

am 

dr= fd m -4- g' d€4*- ^* 

Ist femer S die tägliche Bewegung in mittlerer Länge 9 M 
diese mittlere Länge Selbst (ur irgend eine Epoche , die t Tage 
vor der gegenwärtigen Beobachtung vorausgeht (folgt die Epoche 
der Beobachtung nach , so ist t negativ) so hat man 



io ist 



/ 



Äi6 

m.Ä Bf + t5 — ar 

also auch ^ 

dm =: dM+ td5 ~ d^ 
Endlich ist 

S . a> =/f 
wo 

i 

P ^ 0.017202 

also 

u a =s — .,—«,-. 

Sammelt man alles Vörherj5ehe»d€, und setzt der Kürze wegen 



««'r 



und 



A == (a'f+b'O t — 

B = a'f 4- b'f 

C = b' - (a'f + b' f) 

D = b'g + a'g- 

E = d' — b' 



/ 



2 »'^. r 



n. 



• 



A' = (a"r + b''Ot — 
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B' =. a" f ' -f. b" f 

C = b"^(a"f +b''0 
D;=b"g + a"g' 
E' = d"— b" 

so hat man folgende Ausdrücke 

d;i = Add + BdM + Cd^ 
+ Dd£ + EdK + Fdn 

d^==A'd3+ B'dM+ Cd* 
+ D'de+ E'dk+ Fdn 

» -^us diesen allgemeinen Gleichungen wird man auch die frü- 
her fiir die Opposition gegebenen Werthe von d X , d /8 ableiten , 
wenn man in den gegenwärtigen Ausdrücken die heliocentrische 
Ijange gleich der geocentrischen setzt, wodurch von den beyden 
oben angeführten Hilfswinkeln 9, + einer das Argument der Brei- 
te, und der andere die heliocentrische Breite wird, und wenn man 
♦ r ' Sin ß 
p Sinb * 

und, wie ^s aus der Voraussetzung der Opposition folgt, 

■ \ ■ R SinO^b) 

p Sitt b 



r 



setzt , und endlich die erste der Gleichungen II. durch 

tg b . Cotg p . ' 

multiplicirt. 

Hat man also schon gen'äherte Werthe fiir die Elemente 

n k e. r .-. 

so wird m*n fiir jede ein7^c' ie Beobachtung aus diesen Elementen 
die geocentrische Länge und Breite berechnen, die mit dieser beob- 
achteten Länge und Breite die Grösse 

d X, dß , 

und dadurch so viele Paare von Gleichungen II. geben, als Beob- 
achtungen zu Grunde gelegt werden , und aus allen diesen Giei- 
chungen w^ird man nach der im ersten Buche vorgetragenen Me- 
tliode die wahrscheinlichsten Werthe der Gorrectionen 

d, n , d k 9 d £ , d ar . . . 

und daher auch diejenigen verbesserten Elemente 

n + dh,k + dkr«+dfi. . • 
finden, welche allen diesen Beobachtungen am besten entsprechen. 

II. Vortheilhaftier nojch ist es, statt der Gorrectionen der geo- 
centrischen Längen und Breiten 

d A, djS 

die Gorrectionen der geocentrischen Rectascensionen und Decli- 
nätionen 

d a, d 6 

unmittelbar zu brauchen y und um die hiehergehörenden Ausdrü- 
cke zu erhalten, wird man am besten die Gap. II. § 2. N.'III. ge- 
gebenen Ausdrücke anwenden. Um das Verfahren im Allgemeinen 
anzuzeigen, wollen wir bloss den Factor von d jt entwickeln, wo ^ 
die Länge des Periheliums ist* Behält man die dort angenomme- 
nen Bezeichnungen von , 

A B G , a b c 

bey , und nennt a' die halbe grosse Axe , so ist 

x== ^'^^-"^^^ . SinaSin(A+v + «^i-k) 
i4-tCosY 

y =;: '^'^'"^''^ . SinbSin(B + v + ^— k) 

1+6 Cot y 

z = *'<^— ''> , SincSin(C+v+«r— k) 

i + tCosv 

Setzt man nun der Kürze wegen 



\ 

1 



si8 



A4-v + it--k=iA' 

B4.v + )r — k = B' 

C + V + « — k = C 



SO findet man 






und eben so 



(^)=y(l»+CotgB') 
(±^ = « (h -4- Cotg C) 



^O 



c Sin T 

^ M m 



1 + c Cos V 
Setzt man also « wie zuvor , ^ 

so findel man 

und um die vollständigen Werthe von 

d X) d y, d z 

zu erhalten » wird man ihnen noch die Glieder hinzusetzen , wel- 
che in 

d M, d 5, d €, d k und d n 

multiplicirt sind. Bat man so die vollständigen Werthe der Grössen 

d X, dy, dz ^ 

erhalten , so ist sofort 



2*9 
■| . _^ dy . CoÄ a^^x . Sin a 

p Co« i 

^ dd =: .^ Cosd — ^SinaSin^ — -^ Cos a Sin 5 
P P • P 

und dieses Verfahren hat vor dem in I. gegebenen den Vorzug , 
dass man auch unvollständige Beobachtungen , z. B. blosse Rect- 
ascensionen zur Correction der Elemente mit aufnehmen kann , 
und dass ein Beobachtungsfehler in a oder 6 leichter entdeckt wird, 
da er im Gegentheile in den aus a und 6 abgeleiteten A ß sich un- 
ter diese beyden letzten Grössen vertheilt, und beyd^ unbrauchbar 
macht. M. s. Berl. Jahrb. i8io. p, 117« 

Ein schönes Muster, aus einer gegebenen Anzahl von Beob- 
achtungen die elliptische Elemente eines Planeten oder Kome- 
ten zu finden , kann man in Zachs Monathl. Correspoodenz März 
iBiS nachsehen. 

III. Um noch durch ein Beyspiel zu zeigen , auf welche Art 
man am besten die um die Zeit der Opposition gemachten Beob- 
achtungen berechnet , die immer von grossem Werthe sind , weil 
die geocentrische Länge des Planeten in der Opposition dieselbe 
ist, die man aus dem Mittelpunkte der Sonne, oder ans dem Mit- 
telpunkte der Bewegung des Planeten beobachten würde, so wol- 
len wir dazu folgende Beobachtungen der Pallas wählen , die 
Oriani von der Mayländer Sternwarte uns mitgetheilt hat. 



1 804 mit« Z. May land 
August "27 . . ii"5o' 69" 



38 

3i 



46 

4» 
36 9'- 



41 3 



^ 



11 
11 
11 %J\t Oi^ 

11 h% i3 



seh. Decl. 

-f- 5«>33'59"i 

5 22 10.4 

^ 10 29.9 

4 58 42.7 
4 4a 45.7 



scheinb. R. 

353'>42'44"3 
. 333 3i 20.6 

333 19 58.1 
. 333 8 35.9 
. 332 57 17.7 . 

l)iese Beobacl^tuhgen werden nun auf geocentrische Längen 
und Breiten gebracht , und diese letzten mit den Tafeln oder mit 
den aus gegebenen Elementen hergeleiteten geocentrischen Längen 
und jBreiten verglichen, um die Verbesserung dieser Elemente 
fiir die Zeit der Beobachtungen zu erhalten. Diese Elemente sind 

Epoche i8o3 221° 2q' 32"o Meridian v. Seieberg. 

log. halbe grosse Axe -r o . 4420790 

Länge des^ufßt Knotens i8o3 172** 28' i3"7 

Neigung der Bahn 84*» 38' i".i. 

Excentricität 0.2457396 

Länge des Perihel. jÖo3 - - 121** 17' 34''4 
Tägl. trop, Bewegung 77o"o446 

Sucht man also aus jenen beobachteten Orten sowohl , als 
aus diesen Elementen die geocentrische Länge' und Breite, so 
erhält man 



I 



f 



^ walirebeob. Länge wahre beoL Breite 

, n^7'*42'29"3 +i5^iq'5o"o 

11 7 27 9.7 i5 i5 21.8 

11 7 11 47*0 . i5 6 4i-3 

11 6 56 25.8 14 5g 54. 1 

11 6 40 59.7 i4r59 54.5 , 

Verbesserung der Elemente 

in Länge in Breite 

+ 7' 24"2 — 2' i6"5 

+ 7 27*7 •* * **'ö 

' + 7 29.1 — 2 i5.5 

+ 7 29.9 — 2 13.9- 

. + 7 3o. 1 — 2 18.1 

Im Mittel + 7' 2b"5=dx —2' i/iT.j^iß 
dieElem. zuvirenig die Elem. zu viel. 

Da man nun schon nahe weiss, dass die Opposition den So. 
August gegen 5^ fällt , so verbessere man die aus den Elementen 
berechnete wahre Länge und Breite des 29. und 3o. Augusts durch 
die mittlem Correctionen ' 

dx, d j3 

wodurch man erhält 

init.Z. Mayland verb. Länge Pallas verbes. Breite 

August 29... ii''4i'35"=t ii*7''ii'46"8=X i5<>6' 4b' i=/3 
3o . . II 36 54=t, II 6 56 22.2=»,, |i4 5^ö5.5=sß, 

DiflFereni- - 23'' 55' 19"=« — i5' 24".6=AX — 6 46.8=A/J 

Länge © + 1800+ 2o"5 
II' 6^18' 54"i =3= L , 
II 7 16 49.3 =5 L, 

+ 57' 55 ". 2 = A L 



33 



24.6 = Ax 



A L — A>«b= 73' ig^S 

Nähmlich den 29. August war 

Xänge des Planeten au vlen Elementen 11 7* 4' t8''5 

dÄ,=?+7 28.3 



X Ä* 11 7 11 46.8 

Breite des Planeten aus den Elementen 1 5'' 8' 54"8 

di8;=— 2^ i4^7 

ß=i5^ & 4o"i 

und eben so für den 3o. August. 



Um daraus die Zeit der Opposition T abzuleiten» ist 

b : a = ^ — L ; X», X =s 17* i5' i" 

t = II 4k 35 

T = So. Aug. 4' 56' 36^ 
oder auch - 

b : a = L,~Ä. ; y, y = 6' 40' 18" 

t^ = 1 1 36 54 I 

T=:3p. Aug. 4' 56' 3b" . 

und fiir diese Zeit.T sucht man die geocentrische oder heliocen- 
trische Länge r=x' und die geocentrische Brei te/S' auf folgende Art- 
Länge aiALrsT — t:x,x+L= ii'7«o'4o"o = l' 
a:^L = t^ — T:x',L, — x'=s 117 040. o=i' 
oder a:A5t=T — t:x",x — x"=ii*7*o'iio"o = l' 
a:A^ = t, — T:x^5l, + x''- = ii*7oo'4o"o=r 

Breite a: A/8=T — t:y ,/3 — x=:'i5« i'46'8=:j8' 
a:A/8=t,— T:y,ß, + y'=i5i46.8=/5' 

Man hat daher als Endresultat aller Beobachtungen Zeit ^er 
Opposition 

3o. August 4' 56' 36" 
mit Zeit Mayland 
bei. oder geoc. Länge der Pallas 

= li' 7** o' ^o^o 
geoc. Breite der Pallas 

t= + i5« i' 46"8 

und um andere ^ in den Stand am seteeto^ die Berechnung dieser 
Beabacfatungen mit andern Elementen zu iviederhohlen, pflegt man 
gewöhnlich noch die Elemente der voriiergehe^iden Rechnung bey- 
zufugen. Diese waren 

scheinb. Schiefe der Ekliptik ^ 23»27' 55", 5 

Höhenparallaxe der Pallas s= 2''4 

Aberration der Länge — . =s -~ ,1 2"4 
Aberration der Breite - - - = — 5"a 

INutation der Länge - - - - =3 —1 i3"7 

Einige Astronomen pflegen bey den Resrultaten ihrer beob- 
achteten Oppositionen auch noch die heliocentrische Breite b und 
die Gorrectionen der Tafeln in. heliocentrischer Länge und Breite 
oder 

'^' dl und d b 

anzugeben , allein diese Grössen 

b,db 



setzen die Entfernung p des Planeten von der Sonne als bekannt 
voraus, und da diess nicht genau Statt hat| so i^tes besser^ di^ 
Grösse 

b,db . 

wegzulassen. Man hat nähmlich 
SinbssJ? Sin ß 

T 

' WO man für jß die verbesserte geocentrische Breite setzte und über- 
diess -^ ' 

db == t Cos (^— b) dß+^ Sin (ß— b) 
r ■ • ' r 

wo p und dp unbekannt ist. 

Die Correctionen .. ^ 

d X,d/8 • 

aber sind, ]wie man aus dem vorhergehenden sieht, durch die 
Beobachtungen unmittelbar gegeben , daher man die zwej in §. 5 
gegebenen Bedingungsgleichungen für 

^ d X und d ß 

entwickeln , und sie den Resultaten der Beobaditungen bejrfugen 

kann. 

> • 

Endlich wird man noch bemerken , dass die §. 5. 1. und II. 
gegebenen Ausdrücke auch sehr bequeme Mittel geben ^ einzelne 
Elemente 

d, IT, €. . ^ ' . ' 

durch Vergleichung mit den Beobachtungen zu verbessern, wenn 
sie tioch als vorzüglich fehlerhaft erkannt werden , ' oder wenn die 
iibVigen Elemente schon der Wahrheit nahe genug bekannt sind ; 
ein Verfahren, welches} die früheren Astronomen, besonders bey 
den alten Planeten häufig anv<^eqdeten , und wovon man umständ- 
liche Belehrung in Lalandes und Schuberts Astronomie Th» II. 
finden wird. 



Fünftes Kapitel« 

Von dem Monde der Erde, und denen der übri- 
gen Planeten. 



5 •• 

Die Bewegung des Mondes um unsere Erde biethet im AIIge-> 
meinen dieselben Erscheinungen dar , wie jene der Sonne. Wenn 
man die täglich beobachtete Rectascension und Declination dessel- 
ben auf Länge und Breite bringt , so fii^det man , dass er sich in 
einer Ebene bewegt , die durch den Mittelpunct der Erde geht» 
und deren mittlere Neigung gegen die Ekliptik 

6'»8'47" 

ist. Aber die Bewegung des Mondes in dieser Bahn ist viel verwi- 
ckelter, als die der Sonne ojer der Erde ^ so dass die Beobachtun- 
gen allein « wenn sie nicht von der Theorie unterstützt worden 
wären , Uns wohl nie zu der genauen Kenntniss derselben gefiihrt 
.haben würden , die wir durch die Bemühungen eines Newton, 
Euler , Mayer , L»agrange und Laplace erworben haben. 

Die Neigung seiner Bahn wird man aus Beobachtungen in der 
Nähe seiner grSssten Breite (so, wie lib. I. Cap. IX. die Schiefe der 
Ekliptik) und die Läse seiner Knoten wird man aus mehreren 
Beobachtungen in der Nähe seiner kleinsten Breiten bestimmen. 
Vergleicht mall zwey solche durch eine grosse Zwischenzeit getrennt 
ten Bestimmungen unter einander, so sieht man, dass die Kno- 
ten >ich stets und zwar ungleichförmig gegen die Ordnung der 
Zeichen bewegen. Man hat so gefunden, dass die mittlere side» 
rische Bewegung der Mondsknoten in 565 Tagen gleich 

ig" 20' 33" 46 

also die tropische 

19» ,9' 43" 36 

ist, und dass den 1. Jänner 1801 um Mitternacht in Paris^ die mitt-» 
lere Länge iües aufsteigenden Knotens 

iS'* 54' 21" a 
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war. Diese mittlere Bewegung der Knoten ist mehreren Ungleich- 
heiten unterworfen 9 wovon die grösste , 

i" 3o' 26 ' Sin 2 (0— A) 

ist) wo O und ^ die Länge der Sonne und des aufsteigenden 
Mondknotens bedeuten. 

Auch die Neigung ist einer *äbnlic}ic^n periodischen Änderung 
unterworfen , die gleich 

b' 47" Cos 2 (0— A) 

ist; die mittlere Neigung gegen die £kliptik aber ist constant, 
ungeachtet der Änderung , die die Folge der Jahrhunderte in der 
Lage der Ekliptik hervorbringt. 

Rennt man so fiir jede Zeit die Lage der Mondsbahn gegen 
die Ekliptik , so kann man aus jeder beobachteten Länge undBreite, 
wie bey den Planeten, das Argument der Breite finden , welches 
2u ß addirt, die Länge des Mondes in der Bahn gibt. • ' • 

Vergleicht man mehrere aufeinander folgende Längeti.io, der 
Bahn , so wird man finden, dass die grössteund kleinste Winkel- 
geschwindigkeit ^es Mondes in diejenigen , Ptmcte seiner Bahn 
(klit, wo sein scheinbarer Halbmesser am grössten und kleinsten $ 
also seine Entfernung von der Erde am kleinsten und grössten 
ist, welche Puncte Perigäum und Apogäum oder Erdnähe und 
Erdferne heisson , und man wird dies6 Puncte nach der Cap. L 
gegebenen Methode viel genauer als bey der Sonne bestimmen , 
*da die Differenz des grössten und kleinsten Durchm^sers des Mon- 
-des mehr als volle 4' beträgt. Vergleicht man eben so die 2wischen- 
liegenden Puncte , so wird man sich sehr bald überzeugen , dass 
die Bahn des Mondes eine EUipsdist, in deren einem Brennpuncte 
der ivtittelpunct der Erde liegt, und man wird aus dßn.in Cap. 
III. vorgetragenen Lehren aus ,drey oder mehr beobachteten Längen 
in der Bahn und ihren Zwischenzeiten die Elemente clieser Ellipse 
ableiten können. 

Wiederholt man nack einiger Zeit diese Beobachtungen , so 
wird man finden , dass die grosse Axe. der Bahn eine riechtläufige 
Bewegung hat, die in 365 Tagen 

40° 59' 4»' 79 \ 

in Beziehung auf den Fruhlingspunct beträgt. Auch diese Bewe- 
gung ist nicht ganz gleicbförtnig, sonderi^ einer Ungleichheit unter- 
worfen , die gleich ^ 

22' 17" Sin m . 

♦ ......■.■' • • 

ist, wo m die mittlere Anomalie der Sonne bezeichnet. Die Länge 
des Perigäums den 1. Jänner liBoi, um Mitternacht in Paris, war 

266' 6' 46" 4' 
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und fär dieselbe Epoche ist die mittlere Länge des Mondes selbst 

= iii*56'48" 

das .Yerfaältniss endlich der Excentricität der Mondsbahn zur hal- 
hjsn grossen Axe derselben ist 

o,o5485 

Mittels dieser Angaben kann man aus zwey in der Zeit sehr ent- 
fernten beobachteten wahren Längen in der Bahn nach den For- 
meln des Gap.L §. 7. die mittleren Längen des Mondes, und dar- 
aus, verbunden mit der Zwischenzeit, die Revolution desselben 
ableiten. Bequemer noch wird man zwey beobachtete, mehrere Jahr» 
hunderte von einander entfernte Gonjunctionen oder Oppositionen 
des Mondes mit der Sonne vergleichen , und dadurch die synodi- 
sche Revolution des Mondes d. h. seine Umlaufszeit in Beziehung 
auf die Sonne erhalten , da die kleinen Ungleichheiten , die von 
den Anomalien de» Bewegung der Sonne sowohl als jenen des 
Mondes herrühren, wenn man von ihnen keine Rechnung tragen 
will, durch die grosse Zwischenzeit sehr vermindert werden. Man 
fand so die synodische Revolution des Mondes 

8 = 29* 12^44' a^Sa 

Ist dann 

S = 365' 5^ 48' 5i"6 

das tropische Sonnenjahr^ so ist die tropische Revolution des Mondes 

3S 

Derselbe Ausdruck wird die siderische Revolution des Mondes 
geben , wenn 3 das Stern jähr der Erde bezeichnet. 

Daraus folgt, dass i2 synodische Revolutionen um 10 Tage 
21^ kürzer sind als das tropische Sonneojahr. Wenn daher ein 
Jahr mit einer Conjunction beyder Gestirne d. h. mit einem Neu- 
monde anfängt, so sind im Anfange des nächstfolgenden Jahres 
nahe 1 1 Tage, von dem nächstvorhergehenden Neumonde an ver- 
flossen, und nach 19 tropischen Sonnen jähren fallen die Neu- und 
Vollmonde wieder nahe auf dieselben Tage des Jahres. 

Aus dem vorhergehenden folgt noch, das die Umlaufszeit des 
Mondes in Beziehung auf sein Perigä&m oder dass die anomalisti- 
sche Revolution desselben nahe 

2f i3* ig' 

und dass seine Umlauf^zeit in Beziehung auf seine Knoten 

if 5* 6' ist. . ' 

IL P 
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Vergleicht man aber mit Hilfe der vorhergebenden Angabe 
die beobachteten L'äpgen des. Mondes in der Bahn mit der Theo- 
rie der elliptischen Bewegung , so findet man , dass die Vorausse- 
tzung einer reinen Ellipse keineswegs die Beobachtungen vollkom- 
men darstelle. Indem man den Gang dieser beobachteten Ungleich- 
heilen verfolgte, und ihre Gesetze aufsuchte, fand man, dass die 
erste und grösste derselben , die E v e c t i o n gleich 

i" 20' So" Sin [2 ( (C — 0)— M] 
die zweyte, die Variation gleich 

35' 42" Sin 2 ( d —0) 
und die dritte die jährliche Gleichung gleich 

li' 12" Sin m 

sey , wo d und die mittlere Länge des Mondes und die wahre 
Xänge der Sonne , M und m die mittlere Anomalie des Mondes 
und der Sonne bezeichnen. Die Evection wurde schon von Pto- 
lomäus, die zwey andern Gleichungen aber von Tycho Brahe ge-, 
funden. Allein nebst diesen Ungleichheiten gibt es noch eine grosse 
Anzahl anderer minder beträchtlicher ^ deren Daseyn durch die 
Theorie angezeigt, und deren Grösse durch die Beobachtungen 
bestimmt wurde. 

r 

Die Evection varmischt sich in den Conjunctionen und Op- 
positionen mit der Gleichung des Mittelpuncts , und aus dieser 
Ursache musst^n die Alten, welche die Theorie des Mondes bloss 
auf die Beobachtungen seiner Finsternisse gründeten , vlie Glei- 
chung des Mittelpuncts um die ganze Grösse der Evection fehler- 
haft finden. Die Variation verschwindet zur Zeit der Finsternisse 
eben so wie in den Quadraturen , in welchen letzten 

— ([ =3 go = 270 ist , , ^ 

also itiusste sie den Alten gänzlich entgehen. Die jährliche f&lei- 
chuttg endlich beschleunigt die Bewegung des Mondes , wenn die 
der Sonne sich verzögert, und umgekehrt, und da sie in den Fin- 
sternissen sich mit der Mittelpunctsgleichung der Sonne vermischt, 
so haben die Alten diese Mittelpunctsgicichung der Sonne um jene 
jährliche Gleichung des Mondes fehlerhaft gefunden. 

Endlich zeigte die Vergleichung der von einander in der Zeit 
sehr entfernten Beobachtungen eine Beschleunigung in der mittle- 
ren Bewegung des Mondes, welche, wie wir später sehen werden, 
ihren Grund in der Wirkung der Sonne auf den Mond, verbun- 
den mit der veränderlichen Excentricität der Erdbahn hat. Wenn 
diese Excentricität abnimmt, was seit den ältesten auf uns gekom- 
menen Beobachtungen der Fall ist , so wird die mittlere Bewe- 
gung des Mondes beschleunigt , und diese Beschleunigung wir4 
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sich in eine Verzögerung verwandeln ^ wenn jene Excentricität 
wieder zu wachsen anfängt ^ was erst nach vielen Jahrtausenden 
geschehen wird. Ahnlichen Säkulargleichungen sind auch die mitt- 
leren Bewegungen der Knoten und der Apsidenlinie uaterworfen« 
deren Bewegungen sich verzögern ^ wenn jene des Mondes sich 
beschleunigt. Ist t die Anzahl der seit 1800 verflossenen Jahrhun- 
derte, so ist die Säkulargleichung für die mittlere Länge des Mondes 

10" 207 t' + o."ooi85 tS 

welcher Ausdruck zwar nur eine Annäherung, aber für 2ooo Jahre 
vor und nach jener Epoche hinreichend genau ist. Die Säkulargiei- 
chüng der mittleren Länge des Mondes, seines Knotens und seiner 
Apsidenlinie verhalten sich wie die Zahlen 

1 '^ 0,74 und 5 , 

also sind die zwey letzten durch die erste gegeben. Es ist merk« 
würdig, dass die Abnahme der Excentricität der Erdbahn in der 
Bewegung des Mondes viel merklicher ist, als fiir sich selbst Diese 
Yer^minderung , welche seit der ältesten Finsterniss , deren Beob- 
achtung auf uns gekommen ist, die Gleichung des Mittelpuncts der 
Sonne noch nicht um 8' geändert hat, hat in der Länge des Mon- 
des eine Veränderung von 1** 48', und in seiner mittleren Anoma- 
lie eine Veränderung von 7* i2' hervorgebracht. 

Nach dem Vorhergehenden wird man also für eine gegebene 
Zeit den geocentrischen Ort des Mondes auf folgende Art finden : 
Ist und m die wahre Länge und die mittlere Anomalie der 
Sonne , H und M die mittlere Länge und dik mittlere Anomalie 
des Mondes unter der Voraussetzung einer gleichförmigen Be- 
wegung der Apsidenlinie und 

d — © = D 

so ist die wegen der Evection und der jährlichen Gleichung ver- 
besserte Länge des Mondes 

J ' =a t 4. (1« 20' 3o") Sin (2 D— M) — (1 1' 12") Sin m 

Verbessert man die mittlere Anomalie des Mondes durch 
eben diese zwey Gleichungen , und zieht von ihr die Ungleichheit 
der Apsidenlinie §. 1. ab , so ist die vorbesserte mittlere Anoma- 
lie des Mondes 

M' r=s M -f- (i" 20' 3o") Sin (2 D— M) — (1 1' 12"; Sin m 

-^ (22' 17") Sin M 

Aus dieser mittleren Anomalie M' und der Excentricität 

o,o5485 

suche man nach Cap. L die Gleichung der Bahn , oder dfe wahre 
Länge (1 " des Mondes , und verbessere sie noch durch ^die Va- 
riation , so erhält man die corrigirte vfahre LAige des Mondes ia 
seiner Babo^ 
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«" = ([" + (35' 420 Sin 2 (i" — 0) 

Ist dann SX die unter der Voraussetzung einer gleichförmi- 
gen Bewegung berechnete mittlere Länge des Knotens ^ so ist die 
verbesserte Länge (§. i.) 

il' = a + (!• 3o' 26") Sin 2 (0-n; 
^und die verbesserte I^eigung der Bahn (§. i.) 

n' = 5- 8' 47" + (8' 47") Cos 2 (0 — ^) 
und aus 

d '" y SV und n' 

wird V man nach Gap. L §. 16. die Länge des Mondes in der 
jßkliptik und seine Breite ableiten; doch sind, wie schon erin- 
nert wurde 9 die angeführten Correctionen noch lange nicht hin- 
reichend , die Rechnung mit den Beobachtungen in Übereinstim* 
mung zu bringen. • 

Diese andern Störungsgleichungen des Mondes sind zu klein» 
um so 9 wie die vorhergehenden , durch blosse Beobachtungen be- 
stimmt zu werden: ihr Daseyn konnte nur durch die Theorie (Pro- 
blem der drey Körper) entdeckt werden , und Newton war der 
erste , der ajif diesem Wege mehrere jener Gleichungen entwi- 
ckelte , deren Form durch die Theorie , und deren Grösse durch 
Vergleichung mit den Beobachtungen bestimmt wurde. Diese 
Yergleichung und darauf gegründete Tafehi unternahmen 
Horrebow, Robert, Wright, Flamstead, le Monnicr, Halley u. a. 
Die darauffolgenden bessern Instrumente und damit angestellten 
genaueren Beobachtungen zeigten, dass die theoretischen Ent- 
wicklungen Newtons nicht vollständig waren , und dass er lüeh- 
rere Gleichungen übersehen hatte , die auf die Beobachtungen 
einen sehr merklichen Einfluss äusserten. Diese Vervollkom m- 
nung der Theorie, die wichtigste und schwerste Bedingung ^ 
der Verbesserung der Mondstafeln , unternahmen beynahe zu glei- 
cher Zeit um die Mitte des vorigen Jahrhunderts, der unsterbli- ' 
che L. Euler, T. Mayer, Clairaut und d'Alembert, und in un- 
sern Tagen , Lagrange und Lapiace. Mayer , einer der grösstcn 
Astronomen aller Zeiten , der theoretischen Scharfsinn mit prak-* 
tischer Geschicklichkeit in einem sehr seltenen Grad in sich zu 
vereinigen wusste , verglich seine Theorie selbst mit den Beobach- 
tungen, und seine Mondstafeln wurden als die besten von allen 
anerkannt. Durch weitere Vergleichungen mit zalilreichen Beob- 
achtungen verbesserten Bradley, Mason, Bürg und Burckhardt 
noch mehr die Coefficienten der von Mayer gegebenen Gleichun* 
gen, und die daraus entstandenen Mondstafeln verdanken ihre 
Genauigkeit vorzüglich einigen neuen Störungsglcichungen , wel- 
che .Lapiace, der Newton unserer Zeiten, durch die weitere Aus- 
bildung der Theorie der Mondsbewegung gefunden hatte. Erst in 
unseren Tagen hat man es endlich gewagt , die Bildung neuer 
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Mondstafeln allein auf die Theorie der allgemeinen Schwere zu 
gründen 9 indem man von den Beobachtungen nichts , als die durch^. 
sie allein gegebenen Elemente der Mondsbewegung voraussetzte 4 
ein Verfahren, welches bereits seit langem bey allen Planeten un- 
seres Sonnensystems mit Vortheil befolgt worden ist. Bisher 
konnte man , durch die Theorie belehrt von der Form der Ar- 
gumente der verschiedenen Mondsungleichheiten , indem man 
di^se den Beobachtungen anzupassen suchte, bloss die Schwie- 
rigkeiten umgehen , welche die auf einander folgenden Integra- 
tionen und Approximationen dieser verwickelten Theorie darbo- 
then ; es war daher noch zu wünschen, diese Schwierigkeiten nicht 
bloss zu vermeiden , sondern zu besiegen , im d so auf geradem 
Wege 'dem gegebenen Ziele entgegen zu gehen ; ein Unterneh- 
men, welches Damoiscau in Frankreich, und Plana und Garlini 
in Italien glücklich zu Ende geführt haben. 

§.3. 

Eine der merkwüi*digsten Erscheinungen , die uns der Mond 
darbiethet, geben uns seine verschiedenen Lichtgestalten oder 
Phasen. Die von der Sonne beleuchtete Hälfte des hier al$ kugel- 
förmig angenommenen Mondes bildet an ihrer Gränze einen * 
ILreis, dessen Ebene auf der Linie senkrecht steht , welche die 
Mittelpuncte der ^onne und des Mondes verbindet; die von der 
Erde sichtbare Hälfte des Mondes aber'wii*d durch einen andern 
Kreis begränzt, dessen Ebene auf der Linie senkrecht steht, 'wel- 
che die Mittelpuncte der Erde und des Mondes verbindet , und 
diese letzte gerade Linie ist gegen die Ekliptik um einen Winkel 
geneigt, welcher der Breite des Mondes gleich ist, da im Gegen- 
theile jevifi erste gerade Linie sehr nahe als in der Ekliptik selbst 
liegend angesehen werden kann. Ist also , (( ^ die Länge der 
Sonne und des Mondes , und T der Winkel , welchen beyde Ge- 
stirne für den Mittelpunct der Erde bilden , ß die Breite des Mon- ^ 
des, so ist 

Cos T r= Cos ( d — • 0) Cos ß. 

Die kreisformi:*e Gränze des Lichtes aber wird als eine Ellipse 
gesehen, deren grosse Axe 2a der Durchmesser de3 Mondes ist, 
und deren kleine Axe 2 b durch die Gleichung bestimmt' wird 

^ =Cos (T + S) 

a 

wo S der Winkel ist, welchen Elrde und Mond im Mittelpunct 
der Sonne bilden. Da aber die Entfernung der Erde voq der Sonne 
zu der Entfernung der Erde vom Monde sich nahe verhält, wie 

so ist 
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S i^ 

T ~ 3U9 ' 
oder sehr nahe 

- = Cos[T+8' 5i" Sin (« — 0)3 

a 

woraus folgt ^ dass die Breite des beleuchteten Thells sehr nahe 
dem Sin. vers. von T proportional ist. 

Ist ( ([ — 0) gleich einem oder drey rechten Winkeln , so ist 
i := Sin 8' 5i" 

oder di^ Lichtgränze ist nahe eine gerade Linie. Ist aber jener 
Winkel o oder 180 , so ist 

i = Cos ß 

oder die Lichtgränze hat selbst im Neumonde noch eine, obschon 
sehr kleine Breite. Wenn der Mond genau halb beleuchtet er- 
scheint , so ist der Winkel am Monde ein rechter. Beobachtet 
xnan also in diesem Augenblicke den Winkel T an der Erde, so 
findet man in dem rechtwinklichten Dreyecke, welches diese 
drey Gestirne vereinigt, die, Entfernung der Sonne von der Erde 
in Theilen der Entfernung der Erde vom Monde , d. h. die Pa- 
rallaxe der Sonne aus der bekannten Parallaxe des Mondes, denn 
die Mondparallaxe kann ihrer Grösse wegen leicht durch die be- 
kannten Metboden gefunden werden , welche sich aufj die Parall- 
axe der Sonne nicht mehr sicher anwenden lassen, da jene im 
Mittel 34^4" 9 diese aber noch nicht 9" beträgt. Aber die Schvvie- 
rigkeit den Augenblick genau anzugeben , wann die Hälfte des 
Mondes beleuchtet ist , macht jenes Verfahren minder genau. 

§. 4. 

Da die Lage der Flecken , welche man auf der Oberfläche 
des Mondes bemerkt , gegen den scheinbaren Mittelpunct dessel- 
ben immer nahe dieselbe bleibt, so dreht er sich in Beziehung 
auf die Fixsterne in derselben Zelt um seine Axe , in welcher er 
seinen syderischen Umlauf um die Erde vollendet , und die Dauer 
eines Tages auf dem Monde ist der synodischen Revolution dieses 
Satelliten gleich. Übrigens bemerkt man kleine periodische Verän- 
derungen in der Lage dieser Fleckem , die unter den .Nahmen der 
Librationen bekannt sind. Die Libration der Länge entspringt aus 
der ungleichförmigen Bewegung des^ Mondes in seiner Bahn, ver- 
^bunden mit der gleichförmigen Rotation derselben. Die Libration 
iü^r Breite kömmt von der verschiedenen Breite des Mondes, des- 
sen Rotationsaxe auf der Ekliptik nahe senkrecht steht. Jene macht 
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die an dem östliclicn und westlichen) diese aber die aojdem sudlichen 
und nördlichen Rande des Mondes stehende Flecken bald erschei- 
nen , bald verschwinden. Die Libration der Para]J[axQ endlich rührt 
von den verschiedenen Standpuncten des Beobacliters gegen den 
Mittclpunct der Erde, während einer täglichen Umwälzung die- 
ser letzten um ihre Axe her. ZurBestimmung der Lage dieser Fle- 
cken kann man dieselbe Methode anwenden, welche oben fiir die 
Sonnenflccken gegeben wurde, wenn nfian nurbey der Berechnung 
der selenocentrischen Länge und Breite des Fleckens auch auf die 
Breite des Mondmittelpuncts Rücksicht nimmt. Alle diese Libra- 
tionen sind also nur scheinbar, und haben keinen Einfluss auf die 
wirkliche Rotation des Mondes.^ 

Mit den Veränderungen der Ebene des Mondäquators verhält 
es sich nicht so. Denkt man sich durch des Monde$,Mittqlpunct 
die Ebene dieses Äquators, und eine zweyte Ebene mit der Eklip- 
tik parallel, und endlich eine dritte, welche die mittlere Ebene der 
Mondsbahn vorstellt, so haben diese 3 Ebenen beständig einen 
gemeinschaftlichen Durchschnitt; die zweyte zwischen den beyden 
andern liegende Ebene macht mit der ersten einen Winkel von 
i** 5o', und mit der dritten einen von 5<» g'.' Die Durchschnitte des 
Mondäquators mit der Ekliptik fallen beständig mit dem mittle- 
ren Knoten der Mondsbahn Zusammen , und haben , wie diese 
eine rückläufige siderische Bewegung , die eine Periode von nahe 
679S Tagen uxnfasst» In dieser Zeit beschreiben die beyden Pole 
des .Mondäquators und der Mondsbahn kleine Kreise mit der 
Ekliptik parallel, zwischen welche sie den Pol der Ekliptik so ein- 
schliessen, dass diese drey Pole beständig in einem grössten Kreise 
des Himmeis liegen. 

Folgende Elemente des Mondes sind aus der Expos, du syst* 
du monde IV Edit. genommen. 

Für den Anfang des ig. Jahrhunderts ist 

sider. Revolution des Mondes = 27''.52i66o( 
synodische ....... =2g.53o587j 

Für die mittl. Mitternacht Paris zwischen demSi.Dec, 180a 
und 1. Jan. 1801 ist mittlere Länge des Mondes 

iii\^i33o2 
des Perigäums seiner Bahn 

266". i07g5 
des aufsteigenden Knotens " 

l3^gl8392 
mittlere Neigung 

5^l43g5 
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ExCentricität ' « 

halbe grosse Axe = ^ " ^548553 

Ferner ist der scheinbare grosste und kleinste Durchmesser 
des Monds • ' 

o«. 55863 
und 

o'.4894a ' , 

und die mittlere Horizontalparallaxe 

o". 9^949. 
Endlich ist die siderische Revolution des Perigäums 

3252.'5756'i4 
und die sider. Revolution des Knotens 
6793^.39081 

§• 6. 

Man beobachtet um den Jupiter vier kleine Sterne , die sich 
zu beyden Seiten von ihm bis auf gewisse Gränzen entfernen* . 
Man sieht sie zuweilen über die Scheibe Jupiters vireggehen , und 
ihren Schatten darauf werfen , und oft . siejit man sie , ungeachtet 
sie noch weit vom Jupiter entfernt sind , verschwinden und wie- 
der erscheinen , was sich nur aus »ihrem Gang durch den Schat* 
tenkegel erklären lässt, den Jupiter auf der von der Sonne abge- 
wendeten Seite von sich wirft. Diese Erscheinungen und die sie 
begleitenden Umstände führten' auf den Schluss , dass diese Ge- 
stirne unserem Monde ähnliche Satelliten sind, welche sich von 
Molken gegen Abend um Jupiter bewegen. • 

Die Beobachtung dieser ihrer Durchgänge durch den Schat«' 
ten ihres Hauptplaneten oder ihre Verfinsterungen geben das ge- 
naueste Hilfsmittel zur Bestimmung ihrer Bewegungen. Vergleicht 
man w^it von einander entfernte in der Nähe der Opposition Ju- 
piters beobachtete Mittel der Finsternisse mit einander, so wird 
die Zwischenzeit mit der Anzahl der schon beynahe bekannten 
synodischen Umlaufe dividirt die synodische Umlaufszeit S sehr 
genau geben, und daraus wird man die siderische 



oder die periodische Revolution 



^' S 



.:?'-+- s 



finden , wenn 
3 %* 
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die siderische und periodische Umlaufszeit Jupiters um die Son- 
ne ist. • . 

§.6. 

Beobachtet man in dem Augenblicke, der der Mitte einer Fin- 
stemiss oder eines Vorübergangs des Satelliten entspricht, die geo- 
centrische Länge Jupiters, so wird, diese der jovicentrischen Län- 
ge des Satelliten gleich, oder um 160° davon verschieden seyn, und 
da so die Epoche seiner Länge und seine mittlere Bewegung be- 
kannt ist , so kann man fiir jede andere Zeit die Länge des Satel« 
Uten in seiner Bahn berechnen , vorausgesetzt ,' dass er sich in ei- 
nem Kreise oder gleichförmig um Jupiter bewege, was den Beob- 
achtungen ihrer Finsternisse sehr nane genug thut. Diess gibt ein 
einfaches Mittel , die Entfernungen Jupiters von der Sonne und 
Erde unter einander zu vergleichen. Zur Zeit der Mitte der Fio- 
sterniss ist nähmlich der Satellit aus Jupiters Mittelpun et gesehen> 
sehr nahe in Opposition mit der Sonne. Nach dem Vorhergehen- 
den kann man fiir denselben Augenblick die jovicentrische Länge 
I des Satelliten berechnen , also ist in dem Dreyecke , welches 
Sonne, Erde und Jupiter verbindet, der Winkel am Jupiter 

X— 1 

und der Winkel an der Erde gleich 

v^o , X die Länge der Sonne und die geocentrische Länge Jupi- 
ters bezeichnet , also kann man die Entfernung Jupiters von der 
Erde und von der Sonne in Theilen der Entfernung der Erde von 
der Sonne angeben. 

§• 7- 

Beobachtet man in der Nähe der Opposition Jupiters mit der 
Sonne die Verfinsterung eines seiner Trabanten, und berechnet 
daraus mit der (aus Ö) bekannten synodischen Revolution die Zei^ 
ten der folgenden Finsternisse, so findet man, dass die Finsternisse 
immer später, als nach der Berechnung eintreffen, so wie Jupiter von 
seiner Opposition vorrückt,' odei^ seine Distanz von der Erde grös- 
ser wird. In der Nähe der Gonjunction Jupiters mit der Sonne 
ist dieser Unterschied am grössten , und nahe gleich * 

o^ 16' 26" 

Diese Bemerkung fährte gegen das Ende des 17« Jahrhunderts 
Olaus Römer auf die Vermuthung , dass das Licht von den Kör* 
pern des Himmels sich nicht augenblicklich fortpflanze , sondern 
dass es . , 

Zeit brauche, von der Sonne bis zur Erde zu kommen, eiae Er- 



^ 
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klSrung, welche diie Beobachtung der Finsternisse der Satelliten 
Jupiters mit den Berechnungen in Übereinstimmung brachte, und 
später Bradley Gelegenheit zur Entdeckung der Aberration gab. 

§. 8. 

Rennt man diese Lichtgleichung und die Entfernung r Jupiters 
von der Sonne, so wird man die jovicentrische Länge i der Satel- 
liten durch Beobachtung ihrer Finsternisse auf folgende Art ge- 
nauer bestimmen. Ist nähmlich für die Zeit der Mitte einer Fin-* 
stemiss O) die Länge der Sonne « und X die geocentrische Länge 
Jupiters, R dieEntfernung der Sonne von der Erde, so kennt man 
in dem Dreyecke y virelches Sonne , Erde und Jupiter verbindet , 
die Seiten 

r,R 

und den Winkel an der Erde 
= ©—X 

also kann man den Winkel I an Jupiter oder seine jährliche Pa- 
rallaxe finden, utid dapn ist die jovicentrische Länge des Satelliten 

1 =X — I 

Da man aber Anfang und Ende der Finstemiss so viel zu spät 
sieht, als das Licht Zeit braucht, die Entfernung p des Jupiters 
von der Erde zu durchlaufen, so muss man von dem beobachteten 
Mittel der Finsterniss die Zeit 

A (8' i5") 

suhtrahiren, um den Augenblick zu erhalten, in welchem der Sa* 
tellit die beobachtete jovicentrische Länge 1 hatte. 



S-9- 

Aus den gemessenen grossten Entfernungen der Satelliten von 
dem Mittelpuncte Jupiters findet man diese Entfernungen in 
Theilen des Halbmessers des Jupitersäquators ausgedruckt So 
fand man fiir den vierten Satelliten zur Zeit der mittleren Entfer- 
nung Jupiters von der Erde jene grösste Entfernung 

o« 8' i6" 

und der scheinbare Halbmesser des Äquators ig'^i also ist der 
Satellit 



49« 
19.1 



oder ^5. 9686 



Halbmesser d^s Äquators von dem Mittelpuncte Jupiters entfernt t 
und diese Entfernung kann , wenn man die geringe Grösse der 
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Excentricität der Bahn vernachlässigt, als die halbe grosse Axe 
dieser Bahn betrachtet werden. Vergleicht man diese Entfernun- 
gen der Satelliten mit ihren siderischen Umlaufszeiten^^so .findet 
man auch hier das Gesetz bestätigt, da^s sich die Quadrate der 
Umlaufszeiten , wie die Würfel der grossen Axen verhalten. Da 
sie sich wechselweise an Helligkeit übertreffen , so hat man aus 
der Vergleichung ihres grössten und kleinsten Glanzes mit ihren 
gegenseitigen Stellungen gefunden, dass sie sich so wie unser Mond 
in derselben Zeit um sich selbst drehen, in welcher sie einen Um- 
lauf um ihren Hauptplaneten machen. Wegen den nur kleinen 
Entfernungen der drey ersten oder nächsten Satelliten , verbunden 
mit der geringen Neigung ihrer Bahnen, werden sie bcy jed^r Op-* 
Position mit der Sonne verfinstert, aber der vierte geht seiner 
grössern Neigung und Entfernung wegen oft hinter den Planeten 
vorbey, ohne verfinstert zu werden. 

§. lo. 
Ist 

MM" 

die mittlere tägliche siderische Bewegung des ersten, zweyten und 
dritten Satelliten , so findet man , dass immer 

^ l_31' + 2r 

sehr nahe gleich Null ist. Dasselbe merkwürdige Verhältniss muss 
also auch zwischen den synodischen Bewegungen Statt haben. Be- 
zeichnen dieselben Grössen die mittlere jovicentrische Länge die- 
ser drey Satelliten , so ist ebenfalls 

sehr nahe gleich 180°. Beyde Gleichungen treffen so nahe zu, dass 
man sie für völlig genau halten, und ihre bemerkten kleinen Abwei- 
chungen blossen Beobachtungsfehlern zuschreiben kann. Aus der 
letzten folgt , dass die drey ersten Satelliten nie zugleich verfinstert 
werden können ; denn hat der erste und dritte gleiche Länge, so be- 
trägt ihre Entfernung von dem zweyten 60**, hat der erste und 
zweyte gleiche Länge, so ist ihre Entfernung von dem dritten 90**, 
und hat der zweyte und dritte gleiche Länge, so ist ihre Entfer-^ 
nung vom eirsten lUo^ M. s. Exposition du syst, du monde. IV 
Edit p. i58. 

Übrigens haben die Beobachtungen mehrere Ungleichheiten 
in den Bewegungen dieser Satelliten entdeckt. Eine derselben hängt 
von der Veränderung der jährlichen ParalFaxe Jupiters ab , die in 
den mittleren Entfernungen Jupiters und' der Erde von der Sonne 
ii"* 5' beträgt. Eine andere hängt von der ungleichförmigen Be^ 
wegung Jupiters in seiner elliptischen Bahn um die Sonne ab. Die 
svnodischen Umlaufszeiten der Satelliten und die Zeiten der Ver- 
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finsterungcn werden durch die erste Ungleichheit nicht, aber wohl 
durch die zweyte verändert. Eine dritte indlich hängt von der Ge- 
schwindigkeit des Lichts ab, und von ihr ist schon §. 7. gespro- 
chen worden. Alle diese Ungleichheiten sind also nur scheinbar, 
und verändern nicht die wahren Bewegungen der Satelii|en. Man 
hat aber, auch noch andere Störungen , der mittleren Bewegungen 
bemerkt , welche grössten Theils, von den verschiedenen Stellun- 
gen der Planeten unter einander abhängen. Die beyden innersten 
Satelliten bewegen sich nahe in kreisförmigen Bahnen« Die Nei- 
gung der Bahn des ensten gegen die Bahn des Jupiters ist 4**^ und 
die Neigung des zweyten, so wie ihre Knoten sind Veränderlich ; 
die Bahn des dritten zeigt eine kleine Excentricität, und zwar eine 
veränderliche. Die grösste Gleichung des Mittelpuncts hatte 1682 
ihren grössten Werth 

i5' 16' 

und 1777 ihren kleinsten 



5' 
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Auch die Knoten dieser Bahn und ihre Neigung gegen die Bahn 
des Jupiters ist veränderlich. Die Bahn des vierten endlich ist sehr 
merklich elliptisch , -da ihre grösste Mittelpunctsgleichung 5o' be- 
trägt, und ihre Neigung gegen die Jupitersbahn ist 

r 24'. 

§. II* 

Wenn die Dauer der Finsterniss am grössten ist , so jiegt die 
Axe des Schattenkegels in der Ebene der Bahn des Satelliten« also 
in der Knotenlinie dieser Bahn mit der Bahn des Jupiters. Für die 
Zeit der Mitte einer solchen Finsterniss ist die jovicentrische Länge 
des Satelliten gleich der heliocentrischen Länge Jupiters , welche 
man für diese Zeit berechnen kann , und diese Länge ist zugleich 
die Länge des Knotens der Satellitenbahn mit der des Hauptpla- 
neten. Auf diese Art findet man die Länge dieser Knoten, 
aber nur bey den zwey letzten Satelliten , denn von den zwey er- 
sten oder nächsten kann man, wenn sie in der Nähe ihrer Kno- 
ten sind, nie die Ein- und Austritte zugleich beobachten, und 
man ist daher genöthigt, die einige Tage vor der Opposition Jupi- 
ters beobachteten Eintritte dieser Satelliten in den Schatten des 
Hauptplaneten mit den einige Tage nach der Opposition beobach- 
teten Austritten zu vergleichen. 

"* . . ■ . 

§. i2. 

Die Neigfun g der B^nen der beyden ersten Satelliten fin- 
det man aus der Iclei nst^n Dauer ihrer Finsternisse. Eine auf 
der Axe des Schattenkegets senkrechte durch den Satelliten ge- 
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hende Ebene wird den UmfaAg des Schattens in einem Kreise 
schneiden, dessenMittelpnnctA (Fig3) der Mittelpunct des Schat- 
tens ist. Ein Loth aus A auf die Bahn N G D des Satelliten , die 
zwischen C und D nahe als geradlinig betrachtet werden kann, wird 
die Linie CD in B halbiren. Ist nun ^ die synodische Revolutioa 
des Satelliten^ T die halbe grösste, und t die halbe kleinste Dauer 
seiner Finsterniss 9 so ist > 

BC _ t 

Tc "" T 

und überdiess 

AB = V^AC — BC^ 

das heisst 

AB = AC. V*-Jl 

aber es ist auch 

5 : T= 36o" : AG 
also ist 

AB=f5iI. V'-JL 

und A B ) welche Linie bey der kleinsten Verfinsterung auf N A 
und D G senkrecht steht , ist die grösste jovicentrische Breite des 
Satelliten d. h. die Neigung seiner Bahn gegen die des Hauptpla- 
neten. Da abef Jupitef an seinen Polen stark abgeplattet ist;, und 
die Umdrehungsaxe desselben , die nahe senkrecht auf der Eklip- 
tik steht , sich zu dem Durchmesser seines Äquators verhält , wie 
i3: 14 > so wird man genauer die unter der Yoraussetzung eines 
kreisförmigen Umfanges des Schattens gefundenen Neigungen der 
Bahnen , noch mit f| multiplicirenv um die verbesserten Neigun- 
gen zu erhalten. 

* ■ 

Diese Methode ist auf die zwey äussersten Satelliten nicht 
anwendbar , da sie in ihrer grössten Breite nicht verfinstert wer- 
den. Beobachtet man aber die Dauer irgend einer der kürzesten Ver- 
finsterungen, und bestimmt daraus, wie zuvor , die Grösse des Lo- 
thes A B, so kennt man in dem bey B rechtwinklichten sphäri- 
schen Dreyeck ABN nebst AB auch die Grösse AN, welche dem 
Unterschiede der schon beynahe bekannten Länge des Knotens , 
und der heliocentrischen Länge Jupiters gleich ist, also kann man 
daraus den Winkel N oder die Neigung fiiiden ^ da man bat 

o* -wr Sin AB 

Sin N == . 

Will man aber die Länge des Knotens nicht als bekannt vor^ 
aussetzen , so sey zu einer ändern Zeit der Satellit im Mittel der 
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Finsterniss in b, so findet man wieder , wie zuvor^ das Loth a b 
auf ND9 und da man so kennt AB , a b und Aa gleich Differenz 
der heliocentrischen Länge Jupiters in beyden Beobachtungen , so 
kann man aN^ AN und den Winkel N oder die Länge des Rno« 
tens und zugleich die Neigung der Bahn gegen die Bahn des Jupi- 
ters finden , woraus man dann durch die Auflösung eines sphäri- 
schen Dreyeckes auch die Länge des Knotens und die Neigung der 
Bahn des, Satelliten in Beziehung auf die Ekliptik ableiten wird. 

I. Sey M C D der Schnitt des Schattenkegels in der Nähe des 
Satelliten 9 dessen halbe grosse Axe MA, die eigentlich in der 
Ebene des Aequators Jupiters liegt , w^gen der geringen Neigung 
desselben gegen die Bahn dieses Planeten , hier ohne merklichen 
Fehler in der Ebene der Bahn Jupiters selbst angenommen wer- 
den kann« Sey ferner NCD ein Theil der Bahn des Satelliten, der 
in G und D Anfang und Ende seiner Y^i^fii^^^^i'ung hat Die Breite 
desSatelliten im Augenblick der Conjunction ist das Loth ABr=:p, 
die Länge desselben (lir dieselbe Zeit auf der Bahn Jupiters ge- 
zählt, sey a, und der Winkel ^ welchen der Satellit von dem Au- 
genblicke dier Immersion in G bis zur Gonjunction in B zurück- 
legt, sey m. Endlich sey n und k die Neigung und die Länge des 
Knotens der Satellitenbahn , so hat man 

tang p = tg n Sin (« — k) 

wo tg p eine sehr kleine Grösse ist, die mit ihrem Bogen verwech- 
selt werden kann. Daraus folgt , dass die Breite des Satelliten im 
Augenblicke der Immersion seyn wird 

' dp 

p — m . p-ü . I 

d« 

Ist aber A der Winkel, unter welchem aus dem Mittelpuncte 
Jupiters die halbe grosse Axe AM des elliptischen Schattenschnitts 
M G D gesehen wird , und ist 

-i3 

iT 

die Abplattung Jupiters 1 so sey 

AM =/! A 

und 

AB' = ;i A (i-O 

und man hat filiv die Coordin^ten des'Punctes C 

AP r=)[i . m 
und 

PC=ju(p-m.^^ 
und daher die Gleichung der Ellipse MGD 



s3a 



woraus man anntthernd erhält 



da 1 — ( 

das untere Zeichen fUr die Emersion in D. 

Der ganze Winkel , welchen der Satellit um Jupiters Mittel- 
punct während der ganzen Pauer der Finsterniss zurücklegt , ist 



VA'(i-.r-^p« 



1 — g 



Ist daher v die sinodische Bewegung des Satelliten in der Ein- 
heit der Zeit A ausgedrückt, und T die halbe Dauer der Finster- 
niss, so ist 



(l-.).T 



oder auch 



p=(i-€) VA^— -T'v* 

und die ei^ste dieser zwey Gleichungen gibt die Dauer der Fin^ 
sterniss, wenn die Breite; die andere die Breite des Satelliten in 
der Gonjunction, wenn die Dauer der Finsterniss bekannt ist Aus 
dem Vorhergehenden folgt noch, dass die Länge des Satelliten für 
die Zeit der Immersion ist 



pdp , V^A-(^~«)'-P' 
a „_..• ^ — -— , 

da I— e 

das untere Zeichen fiir die Emersion, und dass daher diese Länge 
zur Zeit der Mi^e der Finsterniss ist 

pdp 

da 

das heisst, nach dem Vorhergehenden 

a — f tg' n Sin 2 (a— k) 

oder die Länge des Satelliten zur Zelt der Mitte der Finsternis» 
ist , da n sehr klein ist , immer sehr nahe gleich der Länge des 
Satelliten zur Zeit seiner Conjunction , d. h. die jovicentrische Länge 
des Satelliten zur ersten Zeit ist der heliocentrischen Länge des 
Ju]}iters zur zweyten Zeit immer sehr nahe gleich , und zwar um 
so mehr , je näher der Satellit bey einem seiner ILnoUn »t. 
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§. i5. 



Von der Erde gesehen , erscheint die Bahn des Satelliten als 
eine Ellipse , deren halbe grosse und kleine Axe a und b seyn soll. 
Um ihre Gestalt und Lage für jede Zeit zu bestimmen, denke man 
sich eine mit dem Mittelpuncte Jupiters concentrische Kugel, 
welche von der Ebene der Ekliptik in dem grössten Kreise Y N R 
(Fig. 4) wo V der Frühlingspunct ist, und von der Ebene der 
Bahn des Satelliten in dem grössten Kreise NA, geschnitten wird. 
Die gerade Linie, welche die Mittelpuncte Jupiters und der Erde 
verbindet, schneidet die Oberfläche dieser Kugel inT, und essey 
T R auf N R , so wie T A auf NA senkrecht. 

Ist % ß die geocentrische Länge und Breite Jupiters, SX die 
Länge 'des aufsteigenden Knotens der Bahn des Satelliten in der 
Ekliptik, und n die Neigung dieser Bahn gegen dieEkliptik^ so ist 

VN = i^,n = ANR 

die jovicentrische Länge der Erde 

VR=x+i8o' 
und endlich die jovicentrische Breite der Erde 

TR = — /8. 

Da der Bogen TA auf der Bahn NA senkrecht steht, so 
misst er die Neigung der von der Erde nach dem Mittelpuncte 
Jupiters gezogenen Linie gegen die Ebene der Bahn des. Satelli- 
ten , und daher ist 

1 = Sin TA. '• 

a 

Der Winkel ATR aber ist defn Winkel gleich, welchen^ b 
mit dem durch den Jupiter gehenden Breitenkreis macht , so dass 
demnach durch TA und ATR die Gestalt und Lage der Ellipse 
bestfmmt wird. Endlich misst der Bogen NA den jovicentri sehen 
Abstand des Satelliten , wenn er sich in dem gegen die Erde ge- 
kehrten Endpunct der kleinen Axe der Ellipse befindet, von sei- 
nem auf die Ekliptik bezogenen Knoten N , so dass man dadurch 
den Ort des Trabanten in der Ellipse wird bestimmen können. 

Die Grössen 

AT, NA, und ATR 

aber findet man aus 

NR, RT, 

eben so , wie man lib. I. cap. I. die Rectascensloh aus Länge und 
Breite findet. Es ist nähitilich 

Sin A T = Sin n Cos 13 Sin (<p> — 7^) + Sin ß Cos n 
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. ^ ^ cos(a^x). 

und endlich 

Co« AT 

Um daher die scheinbare l^aljin des Satelliten zu entwerfen , 
beschreibe man aus G (Pij^ ö) oin^.willkiihrliqhen Kreis ,' dessen 
Durchmesse! A B der Breitenkreis Jupiters iftt , nehme den Win- 
kel AOa == dem vorhingefunden^ ATR, und DE auf ab senk- 
recht. Auf aCb nehme inan von G an, die Linie ; 

dn = Cim I .'.M-ii «. 
gleich dem vorhingefundenen Sin vpn AT, so ist 

n m s= 2 b und D E = 2 a 
und man wird die Ellipse 

Dm En 

verzeichnen können. Um dann ii6ch*die scheinbare Lage des Sa- 
telliten in dieser Ellipse zu bestimmen, nehme man von a den Bo- 
gen aP = jovicentrische Länge des. Satelliten — Knoten (f^) — 
dem vorhia gefundenen N A i. Und ziehe durch P die Parallele PQ 
mit ab , so ist der Durchsohsiittt dieser paprallelen Linie mit der 
Ellipse der Ort des Satelliten in seiner scheinbaren Bahn. 

Nimmt man endlich den Halbmesser des Jtipiteräquators, 
welcher in seiner mittleren Entfernung von der Sonne 

i8".57i 

beträgt, zur Einheit an , so sind die mittleren Entfernungen der 
yiei: Satelliten vom Mittelpuncte Jupiters 

6.04Ö5 

9.6235 

i5.35o2 . ' 

26.9985 

und ihre siderischen Revolutionen in derselben Ordnung 

1^769138 
5.5Ö1181 

7.154553 * 

16.688770 • 

§• i4« 

'Wie um Jupiter vier, so hat man um Saturn siebto Satelli- 
ten entdeckt , die so wie jene von We^ gen Ost in beyaahe kreis« 
förmigen Bahnen sich um ihren Hauptplaneten bewegen. Die sechs^ 
ersten bewegen sich beinahe in derselben Ebene , der siebente aber y 

.IL Q 
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der sich von dieser Ebene beträchtlich entfernt, zef^t nach seinen 
verschiedenen Stellungen gegen Saturn regelmässige Lichtwechsel, 
aus welchen man schloss, das er sich in derselben Zeit um sich 
selbst drehe , in welcher er sich um Saturn bewegt , so dass die 
Gleichheit der Rotation ' und Revolution bey den Satelliten ein 
allgemeines Gesetz der Natur zu .seyn scheint. Ihre grosse Entfer- 
nung von der Erde. macht ^s schwer, ihre Elongationen^von Sa- 
turn zu messen , pder die Ellij^ticität ihrer Bahnen und die Unregel- 
mässigkeiten' ihrer Bewegungen 2^ beobachten. 

«. . '••",».• ' '••. .. 

Nimmt man .den Halbin^^^r (les S^turnäquätors in seiner 
mittleren Distana^ von der Sonne, der .8''i is]t, zur Einheit an^ so 
sind die mittleren Entfernungen der Satelliten vom Mittelpuncte 
Saturns und ihre siderische Revolutionen 

3.35' 6.''o43 

4.3o ,1. 370: ' ^ 

5.28 I. 888 

6.öa 2. 759 

9.52 4« öl 

22.08. i5^- 

. 64.36 , . . 79- 53o 

und auch hier bemerkt man das. Yerhältniss der Quadrate der 
Revolutionen zu den Würfeln der* ^i^össen: Axen , welches wir 
oben bey den ani^em Körpern unseres Planetensystems gefunden 
haben. Bey den sechs ersten hat man fiir die Neigung ihrer Bahnen 
und für die Ltoge ihres aufsteigenden Knotens in Beziehung auf 
die Ekliptik , . 

n = 3o«> 20' 

und . , J 

k^i€7»i9' ' . 

also da die Lage der Satumüsbahn gegen die Ekliptik bekannt ist, 
in Beziehung auf die Bahn des Saturns 

n* = 29» 59« , , 

und 

för den siebenten Satelliten für 1800 

n =34'*45' k =144^57' * 

n' = 22^*42' k'=i48oi2' \ 

Es scheint aber die Knotenlinie des letzten eine merkliche 
rückgängige Bewegung zu haben. 

Die von der Erde gesehene Gestalt und Lage der Bahnen der 
Satelliten Saturns wird nach den im §. lö. gegebenen Methoden 
gefunden. - 
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Saturn biethet uns aber noch eine andere merkwürdige Er- 
scheinung dar, einen dünnen und breiten Bing, der den Saturn 
ringsum frey umgibt. Da die Neigung der Ebene der Ekliptik« ge* 
gen die Ebene dieses Ringes nahe 

2Ö- 4o' 

so zeigt er sich den Bewohnern der Tlrde in einer schiefen Lage 
oder unter der Gestalt einer Ellipse. Ist a die halbe grosse , b die 
halb^ kleine Axe dieser Ellipse, S\ und n die Lange des aufstei- 
genden Knotens des Ringes, -und die Neigung desselben in Bezie- 
hung auf die Ekliptik , eadlich 

'A. ß 

die geocentrische Länge und Breite Saturns, so hat man nach 
§. 10 iiir die Gestalt des Ringes 

L = Sin ri Cos ß Sin (gl—X) + Sin ß Cos n 

a 

* b . . 

Ist \-. negativ, so ist die Nordseite des Ringes gegen die Erde 

gekehrt. 

Ist aber 1 b die heliocentrische Länge und Breite des Ringes, 
so ist eben so für die aus der Sonne gesehene Gestalt des 
Rings 

il = Sinn Cos b Sin(^~-1)+ Sinb Cosn 
und ^ negativ , wenn die Nordseite des Ringes von dier Sonne 

* a' 

beleuchtet ist. 

Der Ring verschwindet also , oder er zeigt sich wenigstens 
durch sehr starke Teleskope nur mehr als eine gerade Linie, 

erstens , wenn 

b ==o weil sin (;i—i7) = tg /8 Cotg n 

und diese (Gleichung zeigt y dass in diesem Falle die erweiterte 
Ebene des Ringes durch den Mittelpunct der Erde geht. Der Ring 
verschwindet aber auch . i . 

zweytens , wenn wieder 

b B= o weH Sin (1 ~ ft) =»tg h Cptg fk 

oder wenn seine erweiterte Ebene durch die Sonne geht. Endlich 
verschwindet der Ring tibch , wenn b und b' entgegengesetzte Zei- 
chen haben , weil dann die von der Sonne beleuchtete Seite des 
Ringes von der Erde abgekehrt ist. Ist 

Q « 



\ 
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$0 ist 



oder 



<n> — ^ = 90* oder 270» 

A ' 



= — Sin(n— /8) 
Es ist aber nach den Beobachtungen 
Sh = 167» 19' 

_ • 

also im ersten Falle 

a. = 77-.9' ■ 

und im zweiten 

oder da die Länge des aufsteigenden Knotens des Saturns mit der 
Ekliptik nahe 112'' ist, im ersten Falle die Breite Saturns südlich 
und im zweyten nördlich, also wird in beyden Fällen die gross- 
te Breite des Ringes durch die Breite des Saturns vermindert« 
Um daher die Neigung n des Ringes gen die Ekliptik zu finden , 
messe man seine beyden Axen a b» wenn die letzte amgrössten 
erscheinet, so ist 

»^ = Sin X 
b 

und 

n = X + ß ( 

Die Länge des aufsteigenden Knotens des Ringes in der Ekliptik 
aber findet man aus der beobachteten geocentrischen Länge und 
Breite \ ß Saturns zur Zelt , wenii die Ringebene durch die Erd^ 
geht , denn dann ist nach der vorhergehenden 

Sin (X — A) = tg ß. Cotg n. 

wo n bekannt idt. (M. s. die Pet^sburg. Commentarien Air d* J. 
1777 Theil L) 

Nach den neuesten Bestimmungen sind die scheinbare grosse 
und kleine Axe des Ringes in der mittleren Entfernung Saturns 
von der Sohne 

38"4a. und 5"79. 

Ein, vielleicht mehrere dunkle concentrische Streife, die man auf 
denselben bemerkt , lassen vermuthen , das er aus mehreren abge- 
sonderten, einander concentrischeh Ringen besteht, und die Beob- 
achtung einiger glänzender Puncte desselben haben Ilerschel ver- 
.aniasst, seine Rotation um eine auf seiner ißbene senkrechte Axe auf 

10^ 3o' 

anzunehmen, nur wenig von der Rotation Saturns verschieden, die 
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er gleich 

lo* 16' 

bestimmt hat. (MonathL Gorresp. 1811 und Berl. Ephemeriden 
f« d. J. 1786, 1796 und 18 14* pag. 173. 

I. Um überhaupt, wAnnein Körper gegeben ist, die Figur 
zu bestimmen, unter M^eicher er in einer gegebenen Lage dem 
Auge erscheinen -wird 9 denke man sich von dem als unendlich 
entfernt angenommenen Auge des Beobachters nach dem Mittel- 
puncte des Körpers eine Gesichtslinie gezogen,. so wird die gese- 
hene Figur des Körpers seine orthographisch^ Projection auf eine 
dieser Gesichtslinie senkrechte Ebene seyn. Die Radien des Kör- 
pers nenne man r, ihre Projection r', ferner den Winkel , welchen 
die Radien mit der Poläraxe machen, 5, und diese Winkel in der 
Projection 5' ; endlich die Neigung der Gesichtslinie gegen die Po- 
laraxe go — /i, und die Winkel zwischen den Radien und der Ge- 
sichtslinie h , so ist 

' r' = r Sin h ; . I 

und die Bedingung, dass man nur den Umfang der Projection 
bestimmen soll, oder dass r' für jedes 5' ein Maximum ist > gibt 

dr' =s o 
oder 



c 



dby 

und die letzte Gleichung minder ersten 

r'isr Sin h 
verbunden , enthält die Auflösung unserer Aufgabe. 

Man findet nähmlich leicht aus der Betrachtung eines sphäri« 
sdien Dreyeckes 

Cos 5 ssz Cos 5' Cos/ft Sin h + Sin^ Gos h . . • II. 

Sucht man daher aus der gegebenen Gleichung der Oberflä^ 
che des Körpers zwischen r und 5 den Werth Von 

dr 

d3 

so findet man daraus , da ^ 

(d3X SinhSiilfi — Co«IiCo«)ftGos3^ 
dhy ~ $in 3 

ist , auch den Werth von 



a) 



und dieser letzte Werth gleich 
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— r Cotg h 

gesetzt, gibt einen Ausdruck , aus.welchem man die Grösse 5 mit- 
tels der Gleichung II. eliminiren kann. 

Einen ähnlichen Ausdruck gibt die Gleichung I., wenn man 
in ihr für r seinen Werth durch S, und für B^ seinen Werth aus IL 
setzt. Eliminirt man dann aus beyden Ausdrücken die Grösse h , 
so erhält man die gesuchte Gleichung zwischen r' und B' fiir die 
gesehene Figur. . * 

II. Herschel hat auch un^ Uranus sechs Satelliten entdeckt , 
die sich in kreisförmigen und auf die Ekliptik nahe senkrechten 
Bahnen um ihren Hauptplaneteil bewegen. Ihre Entfernungen vom 
Uranus im Halbmesser des letztern ausgedrückt und ihre sideri- ^ 
sehen Revolutionen sind 

i3.i2 5.^09 

17.02 8.71 

19.84 10. 96 

22:75 j5.46 

45.61 58.07 

91.01 107.69 

Wenn aber schon die Theorie der Satelliten Saturns ihrer gros- 
sen Entfernung wegen sehr unvollkommen ist , so gilt diess noch 
in einem grösseren Grade von denen des Uranus , die wegen ih- 
rer ungemeinen Entfernungen von der Erde, und wegen ihrem klei- 
nen und schwach beleuchteten Durchmesser^ unter welchem sie 
uns^ erscheinen y sich wahrscheinlich noch lange einer genaueren 
Untersuchung entziehen werden. (AI. s.Transact. Philos. ijöS et 

»797 •) 

Hier wird der Ort seyn, mehrere wichtige Erscheinungen 
und Eigenschaften unsers Planetensystemes zusammen zu stellen. 

Die grössten Digreissionen Merkurs oder seine grössten Ent- 
fernungen von der Sonne sind sehr verschieden ; sie variiren von 
16 bis 2.^t Graden. Eben so ist die Dauer seiner ganzen Oscillatio- 
nen um die Sonne> oder die seiner Zurückkunft zu derselben Ent- 
fernung von der Sonne zwischen i(6und i3o Tagen. Der mittlere 
Bogen seiner Retrogradation ist nahe i3.5 Grade, und die Dauer 
derselben 23 Tage. 

' Die grössten Digressionen der Venus sind von 45 bis- 47.7 
Graden , und die mittlere Dauer ihrer ganzen Oscitlation ist 584 
Ta.8:e. Di»r Bogen ihrer Retrogradation ist nahe 16 Grade, und die 
D.iurr derselben 42 Tage. Schröter fand durch die Beobachtungen 
ihrer Phasen und der einige^ lichten Puncte auf der nicht beleiich- 
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teten Seite derV^nus dieRoUtion um ihre Axe. gleich 0.975 Ta- 
ge , so ^vie er auch sehr hohe Berge und die Existenz einer At- 
mosphäre der Venus entdeckt' hat, deren da<. Licht I^rechende 
Kraft nur wenig von der unserer Atmosphäre verschieden ist. Meh* 
rcre Beobachter wollen einen Satelliten der Venus gesehen ha- 
ben , eine Behauptung , welche durch neuere Beobachtungen hoch 
nicht bestätigt) aber auch vielleicht tioch nicht völlig widerlegt 
worden ist. 

Dieser Planet erscheint zuweilen in einem sehr blendenden 
Lichte ) so dass er auch um Mittag deutlich sichtbar wird. D^ er 
wie der Mond Phasen hat, und in seiner obern Conjunction> wo 
er uns ganz beleuchtet erscheint, durch seine zu grosse Entfer- 
nung von der Erde wieder beträchtlich an Beleuchtung verliert , 
so ist es ein interessantes Problem , den Punct setner Bahn zu be- 
stimmen , wo seine Beleuchtung für uns am grössten ist. 

Ist R r die Entfernung der Erde und der Venus von der Son- 
ne, p die Entfernung der Venus von der Erde, und ic tf die jähr- 
li(^he Parallaxe und die Elongation dieses Planeten, endlich D 
die ganze Oberfläche desselben,^ und P der von der Sonne he^ 
leuchtete Theil dieser Oberfläche, so ist nach §. 3. dieses Cap. 

D 3 

I 

und da die Oberfläche sich wie verkehrt das Quadrat der Entfer- 
nung sich verhält . . 



D = 



qder 



e' 



Pp' = Cos'!L 



Nimmt mßn aber der 'grossem Einfachheit wegen an , dass 
die Bahn der Venus v ein Kreis in der Ebene der Ekliptik ist, so 
hat man 

Cos* f — (r4-P-4-R)(r4-p— R) 

also die vorhergehende Gleichung 

4P. rp' = (r + p + R)(r+p— R) 

DifTerentiirt man diesen Ausdruck in Beziehung auf P und p » 
und setzt 

d P =s o,, 

so erhält man « 
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a 6.r 



oder wenn «nan den vorhergehenden Werth von 

C08*I 

2 

^abstitairt^- - /^ 

p* 4I 4rp + 5r* = 3R' 

das heisst 



P 



=5 — «r + V^SR^ + r^ 



,und diest ist die EntGernung der Venus von der Erde , in welcher 
ihre Beleuchtung uns am grossten erscheint. Man wird daraus 
leicht den Werth der Elongation tf fiir die grösste Beleuchtung 
ableiten. Es ist nähmlich 

Cos* "^ Ä (|>4-R-l-r).(}>^R^r) 

also auch ^ 

Cosi; = 2 Cos - — i = 1— 

, 2 • Ä R p 

^ubstituift man in diesem Ausdrucke den oben gefundenen 
Werth von p^ so erhält man 



C0S17S + — . V — + » 

Ist r 

R = 1 und r = 0.725 

fiir die.^nittleren Entfernungen der Erde und der Venus von der 
Sonne , so findet man aus den vorhergehenden Ausdrücken 

p = 0.43 und 1^ = 39* 43' 



§• 17- 

V 

Während diese zwey Planeten, deren Bahnen von jener der Erde 
eingeschlossen werden, und die desswegen untere Planeten heis« 
sen , die Sonne gleich Satelliten in bestimmten Räumen zu be- 
gleiten scheinen, entfernen sich alle übrigen oberen Planeten, 
von deren Bahnen jene der Erde eingeschlossen wird >. auf alle 
möglichen Winkel bis 180 Grad^. 
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Die siderische Revolution des Mars ist 9 wie wir gesehen ha- 
ben» nahe 687 Tage, woraus seine synodische Hevolution von 7Ö0 
Tagen folgt. Bey der Digression von i37** wird seine Bewegung 
in Länge stationär » und darauf .retrograd durch nahe 75 Tage, 
während welcher Zeit er einen Bogen von 16 Grade beschreibt. 
Auch an ihm hat man, wiie an Merkur und Venus, bereits Licht- 
phasen bemerkt, so wie man dui'ch die Beobachtung seiner Fle- 
cken die Rotation desselben um seine Axc von 1.0275 Tagen, 
und die Neigung dieser Axe . gegen die Ekliptik von 69.7 Graden 
beobachtet hat. Die beyden Durchmesser in der Richtung seines 
Äquators und in der darauf senkrechten Richtung; verhalten sich 
wie 194 zu 189. 

Jupiters siderische Revolution ist nahe 4332.6 Tage, also 
seine synodische 699 Tage. Bey der Digression von iiö Grade 
wird er stationär, dann retrograd durch i2i T^ge, während wel- 
cher Zeit er den Bogen von nahe 10 Grade zuriicklegt. Nebst meh- 
ret*en der Ekliptik nahe parallelen breiten Streifen, bemerkt man 
noch auf seiner Oberfläche andere Flecken , wodurch jnan seine 
Rotation von o.4i38 Tage um eine auf die Ekliptik nahe senk- 
rec^hte Axe bestimmt hat* Die Entfernung seiner beyden Pole ver- 
hält sich zu dem Durchmesser seines Äquators wie 167 zu 1*77. 
Von seinen Satelliten und den verschiedenen Erscheinungen, wel- 
che sie uns darbiethen , ist oben gesprochen worden. Die wahre 
.Grösse der Durchmesser dieser Satelliten ist sehr gering, und 
schwer durch Messungen zu bestimmen. Herschel bemerkte, dass 
sie sich unter einander wechselweise an Licht übertreffen , und 
schloss daraus, dass sie sich, wie unser Mond in derselben Zeit 
um sich selbst bewegen, in welcher sie um ihren Hauptplaneten ge- 
hen, ein Phänomen, das wahrscheinlich allen Satelliten unsers Pia« 
netensystems gemein ist, 

Saturns siderische Revolution ist 10759, also seine synodi- 
sche 578 Tage. Bey der Digression von 109 Grade wird er retro- 
grad durch 139 Tage, während welchep-Zeit er einen Bogen von 6. 3 
Graden zurücklegt. Obschon Herschel auf seiner Oberfläche fiinf der 
Ekliptik nahe parallele Streifen entdeckt hat , so hat man doch 
noch keine Flecken gesehen, durch welche sich seine Rotation 
bestinam^n Hess ; da aber der Durchmesser desselben , der in der 
Richtung des Ringes liegt, zu den darauf senkrechten sich ver* 
hält, wie 11 zu 10, so scheint seine Rotation sehr schnell zu seyn. 
Herschel nimmt sie aus -nicht ganz verlässlichen Beobachtungen zu 

0.43 Tagen an. 

« 

Die siderische Revohition des Uranus ist 30689, also seine 
synodische 370 ^tage. Seine Retrogradation fängt bey der Digres- 
sion von 104 Graden an, und daue>rt i5i Tage, während welcher 
Zeit er nur den kleinen Bogen von 3.6 Graden zurücklegt. 
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Die vier neuen Planeten wurden entdeckt, Geres %n i. 
Jänner 1801 von Piazzi; Pallas den 28. März 1802 von 01ber$; 
Juno den 1. September 1804 von Harding; und Vesta den 2g. 
März 1807 von Olbers. Sie sind es vorzüglich , welche dem Ver- 
fasser der Theoria mot. corp. coel. Gelegenheit gegeben haben, die 
wichtige Aufgabe, welche den Inhalt des III. Gap. bildet, auf eine 
weit voUkommnerc Weise -als seine Vorgänger aufzulösen, so wi^ 
sie wegen ihren grösseren Neigungen und Excentricitäten, und we- 
gen ihrer Nähe bey Jupiter dieii>esten Mittel seyn werden, die 
Theorie der Störungen zu vervollkommnen , um die Masse dieses 
Planeten genauer zu bestimmen. 



§. 18. 

' ' ' * . 

Die Kometen endlich, deren Zahl noch lange unbekannt seyn 
wird, durchlaufen den Himmel nach allen Richtungen, nicht bloss 
wie die Planeten von Abend gegen Morgen. Man erkennt sie ge- 
>vöhnlich an dem Nebel , der sie umgibt , oder an den oft sehr 
durchsichtigen Schweifen , welche sie nach sich ziehen. Ihre ellip- 
tischen Bahnen haben meistens eine sehr beträchtliche Excentrici- 
tat , daher die Zeit ihrer Wiederkunft aus einer einzigen Erschei- 
nung schwer zu bestimmen ist. Unter den bisher beobachteten Ko- 
jraeten sind vorzüglich drey, deren Umlaufszeit genau bekannt ist. 

Der Komet von 1682 , der den 14. September jenes Jahres 
durch sein Perihelium ging, und schon früher in den Jahren 1607,* 
, i55i und 1456 gesehen wurde. Er heisst der Halley*sche Komet, 
da Halley ihn zuerst berechnete , seine früheren Erscheinungen 
auffand, und aucK seine nächste Wiederkunft auf das Jahr 1709 
voraussagte, in welchem Jahre er auch den 1 2. März wieder durch 
sein Perihelium ging. Da seine Umlaufszeit zwischen 75 und 76 
Jahren ist, so wird man ihn im Jahre i834 wieder sehen. 

Der Komet, den Olbers i8i5 den 6. März entdeckte, und der 
den 26. April jenes Jahrs durch seine 'Sonnennähe ging. Seine Um- 
laufszeit beträgt nahe 74 Jahre. In seiner Sonnenfeme ist er nahe 
34 Halbmesser der Erdbahn von der Sonne «ntfernt , der Halley*- 
sche 36 , und die halbe grosse Axe der Bahnen beyder Kometen 
ist kleiner, als die der Uranusbahn.^ Beyde können keinem der 
grösseren Planeten unsers Sonnensystems so nahe kommen, dass 
sie eine grosse Veränderung der Elemente ihrer Bahnen zu be- 
fürchten hätten ; ein Zufall , der wahrscheinlich den- räthselhaften 
Kometen von 1770 getroffen hat, welcher bey seiner Erscheinung 
eine Ellipse von noch nicht sechs Jahren Ümiaufszeit beschrieb , 
und welcher doch weder vor noch nach diesem Jahre weiter ge- 
sehen wurde. Berl. Jahrb. 1818. p. 2o4 und 2i8. 

\ 
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4 Endlich der Komet, tvelchen Pons am 26. November löio 

entdeckte^ und von dem Ende «eine kurze Umlaufszeit von i3oo 
Tagen berechnete, und früliere Erscheinungen In den Jahren 
lÖoä, 1795 und 1786 auffand. Auch die Lage der Bahn dieses 
merkwürdigen Kometen ist so beschafFen , dass er sich nie einem 
der älteren oder, neueren Planeten, den Merkur ausgenommen , 
zu sehr nähern kann. Er wird in der Mitte May 's iÜ22 wieder zu 
seiner Sonnennähe zurückkehren. Berl. Jahrb. 1822. p. 180. 

Der die Kometen gewöhnlich umgebende Nebel scheint von 
Dünsten , von Auflösungen des Kometen gebildet zu werden , die 
die Sonne auf der Oberfläche dieser Körper erzeugt. Der Komet 
von 1680, einer der grössten von allen, da die Länge seines Schwei- 
fes nahe go Grade betrug , war in seinem Perihelium nur den 166. 
Theil der mittlem Entfernung der Erde von der Sonne entfernt , 
daher mu^te die Hitze , welche die Sonne auf der Oberfläche je- 
nes Kometen erzeugte, über sieben und zwanzig tausend Mahl 
^••Össer scyn, als jene, welche sie auf der Erde hervorbringt, wenn, 
wie es wahrscheinlich ist, diese Hitze der Intensität des Sonnen- 
lichtes proportipnal ist. Eine solche Hitze würde die meisten der 
Gegenstände, welche auf unserer Erde enthalten sind, in Dämpfe 
verwandeln. Da aber bey jedem Übergange der festen Körper in 
tropfbare , und dieser in dampfförmige, Wärme gebunden wird , 
und unxgekehrt, so ist es nicht unwahrscheinlich, dass die unge- 
meine Ausdehnung der Kometenmasse in c^^rNähe der Sonne eine 
Kälte erzeugt, voii welcher die von der Lähe der Sonne erzeugte 
Hitze wieder sehr gemässigt wird , und dass die eben so grosse Zu- 
sammenziehung dieses nebelartigen Stoffes in den Aphelien der Ko- 
meten wieder die grosse Kälte mildert , welche in jenen unge- 
meinen Entfernungen von der Sonne Statt hat. Die Dichte dieses 
Stoffes scheint in der Sonnennähe äusserst gering, und nur mit 
der unserer Luftarten vergleichbar zu seyn, da er sich oft auf viele 
Millionen Meilen in den Räumen des Himmels verbreitet, und das 
Lrcht der durch sie schimmernden Fixsterne nur unmerklich 
schwächt. Diese geringe Masse vermindert zugleich v die Besorg- 
liiss, welche man wegen des Zusammentreffens eines dieser Kör- 
/ per mit der Erde hegen könnte. Vielleicht ging die Erde schon 
öfter durch diese Nebel , ohne dass ihre Bewohner es bemerkten. 
Unter allen von uns beobachteten Kometen kam der oben er- 
wähnte von 1770 der Erde am nächsten, und wenn seine Masse 
jener der Erde gleich gewesen wäre , so würde er die Dauer un- 
sers Jahpes um zwey Stunden 47 Minuten vergrössert haben ; al- 
lein da seit 1770 den Beobachtungen gemäss das Jahr gewiss nicht 
um zwey Secunden sich geändert hat, so kann die Masse jenes Ko- 
itieten noch nicht den funftai^sendsten Theil der Erdmasse betra- 
gen, auch ging er in den Jahren 1767 und 1779* durch das Sy- 
stem der Jupiter^satelliten , ohne unter ihnen die geringste uns 
merkbare Störung bewirkt zu haben. Indessen würde doch die 
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unmittelbare Berührung eines solchen Körpers mit derErde, wenn 
seine Masse gegen diese nur etwas betr&chtlich ist » für uns von 
sehr bedeutenden Folgen begleitet seyü : Veränderung der Axe und 
der Rotation der Erde ; Austreten der Meere aus ihren Gestaden , 
um sich gegen den neuen Äquator hinzustürzen^ Untefgang eines 
grossen Theils der Menschen und Thiere in der allgemeinen Über- 
schwemmung , oder durch die der Erde beygebrachte gewaltsame 
Erschütterung , Vernichtung ganzer Gattungen der lebenden We- 
sen , und Zerstörung aller Denkmähler des menschlichen Kunst- 
fleisses -— - Ereignisse, die während der kurzen 'Dauer eines Men* 
schenalters zwar höchst unwahrscheinlich sind, aber in einer Fol- 
ge von vielen Jahrhunderten endlich eintreffen können , und viel^ 
leicht in der Vorzeit auch Sjqhon eingetroffen sind* 



SECHSTES KAPITEL. 



Von den Frn$ternisseiK 



§ >. 

Da die Erde, ein dunkler und iiabe kugelibrmiger Körper ist, so 
wird sie, von der Sonne beschienen, einen Sch^^ttenkegel auf der 
von der Sonne abgewendeten Seite hinter sich werfen , deren Axe 
in der Verlängerung ^er geraden Linie liegt, welche die Mittest- 
puncte der Sonne und der Erde verbindet, und der sich in dem 
Puncte endet , aus welchem die scheinbaren Durchmesser dieser 
beyden Körper gleich gross erscheinen. Diese Durchn^esser , vom 
Mittelpuncte des Mondes gesehen, wenn er in Opposition und in 
seiner mittleren Entfernung von der Erde ist, betragen igi8" fiir die 
Sonne und 6908" für die Erde, woraus folgt, dass der Schattenke- 
gel der Erde wenigstens drey und ein halbmahl grösser ist, als 
die Efltfernung des Mondes von der Erde , und dass die Breite 
dieses Kegels in den Puncten, wo er von dem Monde durch- 
schnitten wird , nahe acht Drittheile des Mondsdurchmessers be- 
trage. Der Mond, der ebenfalls ein dunklerund nahe kugelför- 
miger Körper ist, würde daher bey jeder Opposition von dem 
Schatten der Erde verfinstert werden , wenn seine Bahn mit der 
Ebene der Ekliptik zusammen fiele; aber venpög der Keigung die- 
ser beyden Ebenen gebt der Mond in seinen Oppositionen oft über 
oder unter diesem Schatten kegelvorbey, und kann daher nur dann 
verfinstert werden , wenn er in der Opposition nahe bey seinem 
Knoten ist. Senkt dann seih ganzer Durchmesser sicn in den 
Erdschatten , so heisst die Fipsterniss t at a 1 , geht aber qur ein 
Theil des Mondsdurchmessers durch den Erdschatten , so heisst 
die Finsterniss partial. Ehe die eigentliche Finsterniss für einen 
Punct des Mondes anfängt, verliert er nach und nach das Licht 
der verschiedenen Theile der Sonnenscheibe, seine Helle vermin- 
dert sich nach und nach, und verschwindet endlich gänzlich in 
dem Augenblick , wo er in den Schatten der Erde eintritt. Dies» 
ist die Folge des Halbschattens der Erde , der von den bey- 
den geraden Linien begränzt >vird> welche die Oberflä<»l]^e der 
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Erde und der Sonne auf entgegengesetzten Seiten berühren , wäh- 
rend der volle Schatten von den beyden Linien eingeschlossen 
ist, die die Oberfläche der Erde und der Sonne auf derselben Seite 
berühren. Dieselben Erscheinungen haben auch bey den übrigen 
Satelliten unsers Planetensystemes Statt, und da sie bey dem 
Durchgange durch den Schatten ihres Hauptplaneten , /ihres , von 
der Sonne geborgten liichtes in derThat beraubt werden, so nennt 
man diese Phönomene wahre Finsternisse. 

Anders verhält es sich , wenn dieselben Körper in Conjunc- 
'tion mit der Sonne oder einem anderer^ Gestirn sind, wodurch das 
Licht der letzten Körper nicht ihnen selbst, aber doch uns, unserem 
Anblicke entzogen wird , welches man eine 'scheinbare Fin- 
ster niss nennt. Steht der Mittelpunct des Mondes in seiner 
Conjunction auf der geraden Linie , welche den Mittelpunct der 
Sonne mit dem Auge des Beobachters verbindet, so wird das letzte 
üine totale oder eine ringförmige Sonnenfinsterniss sehen, 
wenn der scheinbare Durchmesser des Mondes grösser oder klei- 
ner ist, als jene der Sotine. Geht aber die Linie vom Auge des 
Beobachters zum Mittelpunct der Sonne nicht durch den Mittel- 
punct des Mondes, sondern durch einen andern Punct seines Durch- 
messers , so wird der Mon,d nur einen Theil der Sonnenscheibe 
bedecken , und die Finsterniss wird p a r t i a 1 seyn Da der 
Mond aus verschiedenen Puncten der Oberfläche der Erde gese- 
hen , wegen der Parallaxe an verschiedenen Orten des Himmels 
zu stehen scheint , so «werden die scheinbaren Finsternisse nicht 
an allen Orten der Erde dieselben Erscheinungen darbiethen, wie 
diess bey den wahren Finsternissen geschieht, dah^er wir jede der- 
selben besonders betrachten werden. 

Die Theorie der scheinbaren Finsternisse zerfällt in zwey 
Theile, deren der erste sich mit den schon beobachteten 
Finsternissen und ihrer Anwendung zur Verbesserung der Monds- 
tafeln und zur Bestimmung der geographischen Längen der Beob- 
aclitungsÖrter beschäftigt, während der zweyte die noch zu beob- 
achtenden Finsternisse oder ihre YorHerbesfimmung durch 
Rechnung zum Gegenstande hat. Diese Yorherbestimmung, kann 
unter einem doppelten Gesichtspuncte betrachtet werden , iadem 
man nähmlich die Erscheinung der Finsterniss entweder für die 
Erde überhaupt, oder fiir irgend einen gegebenen Punct der Erde 
untersucht. Eine, eigene Betrachtung endlich verdienen ihrer Wich- 
tigkeit wegen die. scheinbaren Finsternisse, welche durch , den 
Durchgang eines untern Planeten vor der Sonnenscheibe ent- 
stehen. Wir wollen diese verschiedenen Untersuchungen nach 
einander vornehmen, und mit den wahren Finsternissen den 
Anfang machen. 
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§. «. 

Wallte Finfiernis se. 

'Zuerst woFIen wir angemessene Zeichen festsetzen, deren 
wir uns in der Folge dieses Gepitels bedienen werden. 

Für den verfinsterten Körper oder den Mond &ef 

a, d . 

die wahre Rectascension und Declination 9 

« 

r, p, m . 

die Entfernung seines Mittelpuncts von dem der Erde, die Hori- 
zontalparallaxe des Äquators , und der scheinbare Halbmesser. 

Für die Sonne seyen dieselben Grössen 

a ö p ^ ßi 

Die stikidlkhen Veränderungen dieser Grössen sollen durch 

da, da, dd . . . 

ausgedrückt werden. Endlich sey 9 die Polhöhe , und s der Stun- 
denwinkel der Sonne iiir den Beobachtungsort. Die übrigen Zei- 
chen werden unten erklärt werden. 

Denkt man sich eine Ebene senkrecht auf die Schattenaxe 
der Erde durch den Mittelpunct des Monden in seiner Opposi- 
tion , so wird der Durchschnitt des vollen und des Halbschattens 
mit dieser Ebene eiii Kreis seyn , dessen Halbmesser f\ir den vol* 
len Schatten, wie man leicht findet 

P = P + « — ;• 
und fiir den Halbschatten 

P' s=s p + «4- ^ 

ist. 

Für die JLeit t der wahren Opposition , iiir welche also 

a = a -|- 180 

ist , sey d — • d die Differenz der Declinationen , n die Neigung 
der relativen Bahn des Mondes gegen den Äquator, und e die 
kürzeste Distanz des Mittelpuncts des Schatteos vpii der Bahn das 
Mondes , so ist s 

und 

• K (d— ») Cot n 
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Soy (Fig. 6) FA G der Äquator, A der MIttelpunct des Schat- 
tens F I G zur Zeit der Opposition , D B die relative Bahn des 
Mondes, AB auf FG, und A G auf DB senkrecht, also 

AC = ABCosn 

und C der Ort der Mitte der Finsterniss , und 

BC = ABSJnn,AH = AG = P. 
also für Anfang und Ende der partiellen Finsterniss 

AD = P+m, 
und für Anfang und Ende der totalen Finsterniss 

AE = P — m, 
endlich 

RI==AIt-AK=AI— (AG— CK)=P — e+m 

duFch welchen Werth von K.I die Grösse der Finsterniss be- 
stimmt wird. 

Das Vorhergehende wird hinreichen, folgende einfache Aus- 
drücke zu verstehen. 

Setzt man der Kürze wegen "^ 

» • 

Co« n . . 
l. T-? Siun 



(da — da) Cos dd — - dS 



= \/ d-4-J 

V (da— da)* Co»*— V + idd— d8)* ; 

2 

SO hat man die Zeit der Mitte der 'Finsternis 
i^ l=;t+ (d— «)h Sinn* 

' . • • - . • IC,. 

Ist dann 

Cos a' sss ^ • . ; • 

P 4-vni 

SO ist die 2eit des Anfangs und Endes der partiellen Finsterniss 
= ;» + he tg a 

Ist « 

Cos If = _^_ 

'^ P-1n 

so ist. die Zeit des Anfangs und Endes der totalen Finsterniss 
= d+hetg^' ' - • ' 



s5^ 
Cos y = ;: 



(-0 



so ist die Zeit der Verfinsterung von k Zollen 

I» Hh he tg )»' 

wo der Halbmesser des Mondes in sechs gleiche Theile , die maa 
Zolle nennt , vorausgesetzt virird. Endlich ist die grösste Verfin- 
sterung selbst in Zollen und deren Thailen ausgedrückt 

^ ± (P + m ~ e) 

m 

♦ 

I. Wollte man hloss auf den Halbschatten Rücksicht neh- 
men , so würde man iu den vorhergehenden Ausdrücken P' statt 
If setzen. 

II. Wählt man die Ekliptik statt des Äquators , was hier be- 
quemer ist , so bleiben die vorhergehenden Ausdyicke unverän- 
dert , nur bezeichnen 

a a 
die Längen 9 und 

d, d = o 

die Breiten des itfondes und der Sonne. 

III. Die Grösse P pflegt man um ihren sechszigsten Thcil zu 
vergrössem, um mehr Übereinstimmung der Beobachtungen mit 
den Rechnungen zu erhalten ; man findet nähmlich die beobach- 
tete Dauer der Finsterniss gewöhnlich etwas grösser, als nach den 
vorhergehenden Rechnungen, was man der Atmosphäre des Mon- 
des zuschreibt. Berl. Jahrb. 1794* ?• i42* Wegen dem Halbschat- 
ten , der je näher dem wahren Schatten , desto dichter wird , sind 
diese Beobachtungen selten genau» 

'IV. Um die Gegenden der Oberfläche der Erde zu ^finden 1^ 
welche eine solche Finsterniss sehen , nehmen wir z. B. an ^ dass 
der Anfang der Finsterniss, in Paris um 9 Uhr Abends Par. Zeit 
beobachtet werde. Da der Mond in Opposition ist, so ist der Beob- 
achter » weicherden Mond im Meridian sieht , 

östlich von Paris entfernt. Auf diesem Meridian, der 4^*" östlich 
von Paris ist, nehme inan den Punct, dessen geographische Breite 
gleich d ist , so sieht der Beobachter in diesem Puncte den Mond 
im Zenith. Um diesen Punct als Pol beschreibe man (etwa auf 
einem Globus*) einen grössten Kreis, so schlies^t dieser grösste 
Kreis alle Orte ein, welche den Mond im Anfange der Finsternisse 
sehen. Auf eine ähnliche Art wird man für das Ende verfahren* 
Der ^heil der Jgrdoberfläche ^ der~ beyden grössten Kreisen ge«^ 
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meinschaftlich zugehört , wird die Orte in sich schliessen , welche 
die Finsterniss während ihrer ganzea Dauer sehen; die andern 
Theile , jdie nur einem der beyden grössten Kreise gehören , wer- 
den nur einen grösseren oder kleineren Theil der Dauer der Fin- 
sterniss sehen. Führt man den Punct , welcher den Mond im Ze- 
nith hat^ unter d^n fixen Meridian des Globus und stellt den 
letzten auf die Polhöhe = d , so sehen alle Orte der Erde , die 
über dem Horizont des. Globus %ind, den 'Mond, während er 
den andern unsichtbar ist. 

y. Im Vorhergehenden ist die Parallaxe des Mondes und die 
stündliche Bewegung desselben während «einiger Stunden fiir con- 
stant angenommen worden , was wegen der geringen Sicherheit , 
welche diese Beobachtungen gewähren , wohl erlaubt ist* Wollte 
man sich diese Voraussetzung nicht erlauben j so könnte man für 
^die nach der yorh ergehen den Methode gefundenen approximir- 
ten Zeiten des Anfangs imd Endes die Grössen 

p ^ d a, dd ... 

• 

genauer suchen , und damit die Rechnung wiederholen. 

Exempcl. 1797 December 3. 

für 16^ 19 mit. Z. Paris is 

wahre Länge ^ == 72*» 3i' i7"8 stündl. Beweg. 35' i3"3 

= 202 35 i3.2 2 32,3 

also die mit. Par. Zeit der Opposition 

16^ 26' l2"l 

und für diese Zeit ist 

wahre Länge ( oder der Erde a = 720 35' 3i"5 
wahre Breite d = d =ä — o«,5' 8"8 südlich 

d a — d a = 1961" 

dd — d6 = dd-.o=:4- igS.^S 

die Breite nimmt ab. 

Endlich ist p = 69' io"o 

m= 16' 6' 2 
^ = iG i5^.o 

P = 43' 3''6 und um ihren ^sten Theil vermehrt« 
P = 43'46"7 
n = 5* 41' i5" 

t s= 16^ 2& i2"i = m, 5t. Pari». Oppos* 



(P -f- m — e) s= 2o. 495 Zoüe = ^ rösste Verfinsterung. 



(d — S)h Sin n ss 55.9 

9 = 16' 27' &'o Zeh der Mitte 

h e tg a = 1 49 4*9 

. II —— ü^ 

14 56 5.1 Anfang der pwt. Finst. 
18 16 i2.gEade 

h e tg ^ Ä o 4 9 43.4 

"* i5 37 24.6 Anf. d. total. Finst. 
17 10 öl. 4 Ende 

^^ 

Diese Finsterniss wurde unter andern in BerKn und Li-- 
lienthal beobachtet. Reducirt man diese' Beobachtungszeiten mit« 
tels der MeridiandifFerenzen 

oU4' 10" und o^ 26' 16" 

auf mit. Z. Paris ^ so erhält man 

Beob. Berlin Lilientbal 

Anf. der part. Finst. 14' 57' 27" . i^** Sq 29" 

Anf. der total i5 87 14 i5 36 35 

Ende der total. . .\ 17 16 5p 

Ende der part 18 i5 33 lö i5 Ö7 

§.3. 

Allgemeine Sonnenfinsternisse. 

Wenn man bloss sucht, wann eine scheinbare Finsterniss 
fiir die Erde überhaupt anfangt oder endet , ohne die Orte- der 
Erdoberfläche anzugeben , auf welchen diese Erscheinungen Statt 
haben 9 so werden die in §. 2 gegebenen Ausdrücke mit einigen 
Veränderungen auch hier ihre Anwendung finden. Ist näinlicti 
wieder (lir die Zeitt der wahren Gonjunction in Länge oder 
Rectascension a d die wahre Länge und Breite, pder die wahre 
Rectascension und Declination des Mondes, und eben so a d für 
die Sonne; ist ferner n und e die Neigung der relativen Mondes- 
bahn und die kürzeste Distanz > so ist ^ wie zuvor ^ 

dd— dS ' 
tgn= j^:y^ 

(da— .da) Cos 



Cos n 



2 



(d a — d a) Cos ■ dd— dS 

^=c'(d~e) Cosn 



'«^« 



R % 
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und dana ist 

Zeit der Mitte 5 s t 4! (d — ^) h Sin n 
Ist dann 

Cos a = • * 

p — « 4- m -f- [fc 

Cos fl =. — f^ — 
« p — n 



Cos y' = 



Cos b' == 



c 

6— k 
p — IC 4- m 4- ■ /* 

6 



so ist die Zeit des Anfangs und des Endes der 

partiellen Finsterniss = 9 + h e tg a' 
centralen = ;^ ^ h e tg /Ö' 

totalen und ringförmigen s= ;» 4. h e tg 7' 

und die Zeit der Verfinsterung von k Zollen = d 4I h e tg ^ 

In dem Werthe von Cos y' WirA das obere Zeichen von 

Hh (m — /*) 

für totale ) das untere fiir ringförmige Finsternisse genommen. 
Endlich ist die grösste Verfinsterung 

= r (P — * + na Hh/i — e) 

Zolle, deren der Halbmesser der Sonne sechs hat. 

Als Beyspiel wollen vrir die Sonnenfinsterniss des 1. April 
1764 vt^'ählen, die auch Lalande, Dusejour, Delambre u. a. ihren 
Untersuchungen zu Grunde legten. Wählt man den Äquator 9 sa 
ist nach den Tafeln 

für 10** 3i' 8" wah. Z. Paris 

Mrah. Rectasc. d s= a = 10* 55' 52"7 
wah. Decl. ([ = d == + 5» 25' 23"^ 

m, = !!• n' 6''9 

d = + 4 48 52.4 
und die stündlichen Bewegungen 

d a = 26' 23".4 

dd = 14 4*4 ^ 

d « = 2' i6''4 

d d = Q &7 . 7 . 
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ir= 8.5 

/i = 16 0.0 

Daraus folgte wahre Zeit der Gonjunction in Rectascension 

t = ii" 9' 52"a 

und für diese Zeit ist 

aes Ä= 11* i2'55''o 
- d =7 5 34 28.1 

d = 4 49 29.6 . • 

n = 28^ 37' 52"! 
e = 39. 4766 
log h = 8. 56263 

(d — *) h Sin n =5 o\ 78767 

also Zeit der Mitte der Finstemiss 

;* = 10* 22' Se^g 

a' = 62- i5' 8"5 

he tg a' = 2*^ 44' 32''2 

y = 43* 1' 10^7 
hetg/tf = 1* 20' 46^4 

Anf. der part. Finst. 7' 58' 5" 
Ende i3 7 9 

Anf. der cent. Finst. 9 1 5o 
Ende 11 43 23 

Grösste Verfinsterung 16.9781 Zolle. 

Die vorhergehenden Ausdrücke wird man sich aus $. 2 er- 
klären , wenn man dabey folgendes bemerkt : der Halbmesser des 
Halbschattens ist 

- = m +/I» 

der des vollen Schattens 

=s m — ßt^ 
und der des ringförmigen 

= ;i — m. 

Daher ist für den Anfang und das Ende der partiellen Finster« 
niss die geocentrische Entfernung der Mittelpuncte der Sonne 
und des Mondes 

für den Anfang der totalen Finstemiss aber ist diese Entfernung 
= p — «r \f- m -— I». 
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• 




1 


f 




* 


Ist 


m 


1 









• 


- 




m <* /* 








• 


so ist 


die 


Finsterniss 


ringförmig 


(§• 


0. 


Ist aber 



oder 

so ist sie total, ohne oder mit Dauer. Für den Anfang der centra- 
len Finsterniss endlich ist jene Entfernung offenbar 

= P — * 

§. 4. 

Scheinbar e Finsternisse für einen gegebenen Ort 

der Erde. 

Da man bey der Untersuchung ^ wie eine Sonnenfinsterniss 
oder eine Sternbedeckung vom Monde auf^inem gegebenen Ort 
der Erde erscheinen wird , auf die Veränderung der Lage des 
Mondes und seiner scheinbaren Distanz von dem bedeckten Ge- 
stirne , die von der Lage des Beobachters gegen den Mittelpunct 
der Erde kömmt« oder auf die Parallaxe Rücksicht nehmen 
muss (§. 1.), so fordert die Auflösung dieser Aufgabe eigene Be- 
trachtungen , mit welchen wir uns jetzt beschäftigen wollen. 

Der Mittelpünct des Mondes werde gegen den der Erde durch 
drey rechtwinklichte Goordinaten 

X y z 

bestimmt-, von denen x die beyden Mittelpuncte dieser Gestirne 
verbindet , und y mit dem Äquator parallel ist. / 

Um. diese Goordinaten zu finden, bestimme man zuerst die 
Lage des Mittelpuncts des Mondes gegci^^en der Erd« durch 
drey andere senkrechte Goordinaten 

x' y' z' 

von denen x' in dem Durchschnitte des Declination^kreises der 
Sonne mit dem Äquator, und x' y' in del* Ebene des Äquators 
liegt , so ist 

x' r= r Cos d Cos (a — a) 
y = r Gos d Sin (a— a) 
z' = r Sin d 

Denkt man sich aber durch die Axe der y' eine andere Eher- 
ne, deren Durchschnitt mit der Axe der x' einen rechten Winkel 
bildet , und die gegen d'ie Ebene des Äquators unter dem Winkel 
^ = Decl. der Sonne geneigt ist) so werden die Goordinaten > wel« 
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che die Lage des Monds gegen die Erde in Beziehung auf diese 
neue Ebene bestimmen ^ ofFenbar die vorhergehenden 

X y z ^' . 

seyn , und man wird haben 

X = x' Cos d + z' Sin h 

y = y' 

z ;= z' Cos d — x' Sin b 

daher hat man auch 

X Ä r [Sin d Sin h + Cos d CosÄ Cos Ca— a)] 

y = r . Cos d Sin (a — a) 

z = r [Sin d Cos h •— Cos d Sin h Cos (a— a)] ^ 

welche Ausdrücke sich durch Einfuhrung einer Hilfsgrösse p 
bequemer machen lassen , indem man annimmt 

tg d 
tgp= » 



Co« (« — a) 

Auf eine 'ähnliche Weise wollen wir nun auch die Lage des 
Beobachters gegen den Mittelpunct der Erde bestimmen. Nennt 
maii nähmlich 9 die Polhöhe , s den Stunden wihkel, wo 

s == Rectasc. des Zeniths — a 

ist , so findet man für die den vorigen parallelen Coordinaten des 
Beobachters ohne Mühe folgende Ausdrücke 

X = R (Sin 9 Sin h 4- Cosj> Cos h Cos s) 
. Y = R . Cos 9 Sin s 
Z = R (Sin 9 Cos 5 — Cos 9 Sin h Cos s) 

wo R die Entfernung des Beobachters vom Mittelpunct der Erde 
ist, und wo man wieder annehmen kann 

. tgq= »8* 



Cos s 

$.5. 

Wir wollen nun durch den Mittelpunct des Mondes eine 
Ebene legen , die parallel mit der Axe der y , oder senkrecht auf 
der Axe der x steht. Den Punct dieser Ebene, in welcher der Mit- 
telpunct des Mondes ist , wollen wir mit L , den Punct , wo die 
Linie der x diese Ebene trifft, mit S, und den Punct, wo eine 
yon dem Beobachter nach der Sonne gezogene Linie diese 
Ebene trifft, mit s bezeichnen. Wird der Punct s gegen S durch 
die der vorigen analogen Coordinaten 11 ^ gegeben , so ist offenbar 
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und 



1 = iziL 

Z p— X 



wo 



und 



r = 



P = 



Sinp 
R 



Sinic 

Man hat daher , wenn man die Entfernung der Tafel von) 
Mittelpuncte der Erde, oder die Grösse r gleich der Einheil setzt 

^_^ Y. (Sin p — X Sinic) 



Sinp — X Sin n ' 

^^ Z. (Sinp — zSinir) 
Sinp — XSin^c 

Diess vorausgesetzt, ist es nun leicht , die Distant der beydeh 
Puncte L und s, das heisst, die gerade Linie anzugeben, welche 
den Mittelpunct der Sonne mit dem aus der Erde gesehenen Mit- 
telpuncte des Mondes verbindet. Heisst diese Distanz ^% so ist 
nähmlich 

A* s=. (y -«)'+(»- 2)*... (I) 

Setzt man der Kürze wegen 
so ist 



Sin 4> Cos ^ 

I. Da man die Zeit des Anfangs und Endes der Finsternlss 
immer schon beynahe kennt, so kann man die Grössen 

a — a, d — Ä 
so wie 

p und 3r 

'als sehr klein annehmen , wodurch sich die vorhergehenden Aus* 
drücke beträchtlich abkürzen lassen. Man findet so nach einigen 
leichten Reductionea 

X = I — i (d— Ä)v~ i (a~«)' Cos' d 

y = (a — a) Cos 6 

z = (d -«) + f (a — ä)' Sin 2 5 

V = (p — ir) .* — 

P 

5 = Cp-ir;.E 

P 
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Setzt man also wie oben 



so ist 



(d-.8) -hj (a— ä)' SinaS— r? ^^ Z 

A= V p y . . . (n.) 

• Sin ^ 



§. 6. 



Aus dem Vorhergehenden lassen sich eine grosse Anzahl 
hierher, gehörender Aufgaben auflosen j von denen wir einige der 
vorzüglichsten näher betrachten wollen. 

I Für. eine gegebene Zeit suche die scheinbare Distanz A' 
der Mittelpuncte der Sonne und des Mondes. 

* « 

Ist für diese Zeit a d die Rectascension upd Declination des 
Mondes , und a b die der Sonne ^ so findet man die geocentrische 
Distanz /\ )inmittelhar aus der .Gleichung II* Da aber diese Linie 
sehr nahe senkrecht auf der Gesichtslinie des Beobachters steht « 
und ihre Entfernung von demselben 

,x — X 

ist> so ist der Winkel ^ unter welchem der Beobachter jene Linie 
sieht . 



oder nahe 

1—X * 

II. Es sey die scheinbare Entfernung Ä' gegeben , und die 
Zeit zu suchen , fiir welche diese Entfernung Statt hat. 

Gewöhnlich ist diese Zeit der Anfang und das Ende der par- 
tialen oder der totalen Finsterniss , also A' im ersten Falle 

= r + |> 

und im zweyten 

= r — p 

Da nun die Distanz A sowohl , als der Halbmesser des 
«Monds'm > wie er dem Beobachter erscheint , gleich 
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AI 

ist, so hat man 



und 



X — X 



X — X 



±ß^ 



x—X 

öder sehr nahe 

A =5 m + I» (i— X) 

Setzt, man daher in den vorhergehenden Gleichungen I. oder 
II. die Grösse A gleich 

m +/I (i — X) 

so erhält man durch zwey genäherte , willkührlich angenommene 
Zeiten leicht diejenige > welche der Bedingungsgleichung 

* * • • 

2^Äm + /*(i — X) 

genug thut* 

Einfachere Mittel , denselben Zweick zu erreichen, werden 
wir unten vortragen. 

III. Sey d ft die Declination des Mondes und der Sonne fiir 
die Zeit t der wahren Gonjunction in Rectascension. Man suche 
die scheinbare Distanz £s! d^r Mittelpuncte fiir die Zeit > 

t + t' , 

(wo t' in Theilen der Stunde gegeben ist). 

Um diese scheinbare Distanz zu finden, darf man nur oben 
in der Gleichung II. 

t'(da— d«) 
für 

und. 

fiir 



\ 



(a — a) 

(d— a) + t'(dd--d») 



setzen , wodurch man also erhält 



tg1^ = 



t' (da— da) Cos J -. r^-T-^") ^ 
(d-8)4-t' (dd-dj) — ^LZ^"^ Z 



^,^t'(da-da)CosS-(E_ü)y 

(iv-X)Sin^ 
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ly. Aus der Zeit t der wahren Gonjtmction iir Rectascen- 

sion die Zeit 

t + t" 

der scheinbaren Conjunction in Rectascenslon, und 4ie Differens 
D der scheinbaren Declinationen fiir diese Zeit 

t + 1" . 

finden. 

Da (in III.) 

. .- = Cos 9 Sin s 

, p 

und 

Z 

^ =: Sin^ Co$6— -Goso Sind Goss 

P 

war, wo s den Stunden winkel der Sonne. fiir die Zeit t bezeich- 
nete, so sey 

56o 

y = 

tägl. Revol. in mit. Zeit 

oder y t" die Zeit t" auf Bogen gebracht , und man hat fiir 'die 
Zeit der scheinbaren Conjunction die Differenz der Rectascension 
(nachm.) 

t". (d a — da) Gos Ä — (p — ir) Cos 9 Sin (s + y t") ^ 

und da diese Differenz nach der Bedingung der Aufgabe ver- 
schwinden $oIl , so ist 

.»»_. (p >— it) Cos 9 Sin (i +^ t^ Q 
(da^da) Co«J "* 

Hat man aus dieser Gleichung durch eine der bekannten Nä- 
herungsmethpden den Werth von t*^ gefunden , so ist die Diffe- 
renz der scheinbaren Declinationen zur Zeit t -f- 1" der scheinba- 
ren Conjunction 

D = d — Ä + t"(dd — d«) 

_ (p _ ^) [Sin 9 Cos 5 - Cos 9 Sin b Cos (s + y t")] 

V. Aus der Zeit t -f- t" der scheinbaren Conjunction und 
aus der Differenz D der scheinbaren Declinationen zu dieser Zeit 
suche die Neigung n der scheinbaren Bahn des Mondes gegen 
den Äquator, die kürzeste Distanz e, und die Zeit der Mitte der 
Finsternisse so wie die Grösse derselben. 

Da die Parallaxe der Rectascension 

^ T = p Cos 9 Sin 3 
und die der Declination 
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2 ss:— - p (Sin f Cos 6 ^— Ck>s f Sin 6 Cos ft) 

ist, so sind ihre Änderungen 

d Y = pds • Cos 9 Cos s 
d Z = pds • GosfSind.Sins 

wo man , 

dsÄySini" 

setzen kann. Daraus folgt die scheinbare stündliche Bewegui^g in 
Ascension 

f = (da — d«) CosÄ — dT 
und in Declination 

g = (dd— xl6) — dZ, 
also auch die Neigung der relativen Bahn 

tg n = i 

und die kürzeste Distanz 
e = D . Cos n 

Da endlich die stündliche scheinbiare. Bewegung in der rela«- 
dven Bahn selbst 



v'r+g'= 



Cos n 

ist > und da das Stück der Bahn zwischen der scheinbaren Con- 
junction und der Mitte der Finsterniss 

D Sin n 

ist, so ist die Zeit der Mitte der Finsterniss 

t.+ t" + £- Sin nCosn 
£ 

tind die Grosse derselben in Zollen (wo ein Zoll gleich t ist) 

D 



6 / , T — 5 Cos nX 



VI. Aus der Zeit t + i" der scheinbaren Gonjunction und 
der Grösse D (N. IV,) suche die Zeit 

t+t" + t'" 

einer jeden gegebenen scheinbaren Distanz A'* 

Diese Aufgabe , von welcher wir schon eine Auflösung in 
N. HL angezeigt haben , lässt sich zum Gebrauche belji4Q.mer auf 
folgende Art auflösen. 



■• 



I&t go — ^ der Winkel dieser scheinbaren I^istakiz mit dem 
Äquator , so ist 

Cosf = -. 

Kennt man aber diesen Winkel ^ so ist offenbar der Theil der 
scheinbaren Bahn , zwischen dieser Distanz nnd deiH Puncte der 

Jditie der Finstemiss , gleich 

A'. Sin (H» — n) 

■■ ^ ' ■ ■ < 

Cos n 
also hat man 

t"' = A' ^^° ^* '^ °) 

f 

und 

t'"zut+t'' 
addirt , gibt die gesachte Zeit. 

Sucht man daher die Zeit t de§ Anfangs und Endes dec Fin- 
stemiss, so ist für diese Zeit ' 

Sucht man also ^ aus 

Cos ^ = -E. 

\ ^' 

so ist die gesuchte Zeit 

VII. Man suche den Punct der Peripherie der Sonne , wo 
die Berührung beyder R&nder zur Zeit des Anfangs und Endes 
der Finstemiss Statt hat. 



Es war 

Z 



= Sin 9 Gos^ — - Cos f Sin ö Cos s 



Sin p 

in welchem Ausdrucke man fiir s den Stundenwinkel der Sonne 
fiir die.iteit des Anfangs oder des Endes nimmt Ist dann v'der 
Winkel des Declinationskreises mit dem Verticalkreise der Sonne» 

so ist 

Cos 9 Sin So». T 

tg V :=: I J I . Sm p ae: 

Die Parallaxe der Declination aber ist gleich i\ Sind daher 
wieder d , ^ die wahren D^ciinationen ilir die Zeit der wahren 



^ 
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Con junction , so ist die Differenz der scheinbaren Dcclinationen 
für den Anfang und das Ende der Finsterniss 

(d_^) -1- (d d — d 5) . ;>— Z 

# 

wo S. die Zeit zwischen der wahren Conjunction und dem An- 
fang o^er Ende der 'Finsterniss ist. Heisst daher u der Winkel 
des Dedinationskreises der Sonne mit der Distanz der Mittel- 
puncte, und ist 

A = /»vH -: 1 

1 — X 

so hat man 

' Cos u = (lz:^±il£=l^±;il 

A 
also ist 

(a-v) 

der Winkel , welchen die Distanz A' der Mittelpuncte bey der 
Berührung beyder Körper mit dem Yertikalkreise der Sonne 
bildet. 

§• 7- 

Das Vorhergehende enthält die Auflösung der vorzüglichsten 
hierher gehörenden Aufgaben. Da sie aber aus etwas zusammen 
gesetzten Betrachtungen abgeleitet sind, und zur Ausübung noch 
nicht alle gewünschte Bequemlichkeit haben , so wollen wir noch 
eine andere Auflösung geben, welche von diesen Nachtheilen 
frey ist. • 

Da man immer die^eit des Anfangs und des Endes derFin* 
sterniss schon beynahe kennt, so sey T die genäherte Zeit des 
Anfangs , und T, die des Endes. ^ ^ ' 

< Für, die Zeit T suche man 

a d m p Air den wahren Ort des Mondes ' 
a d ji X für den wahren Ort der Sonne. 

Für die Zeit' T^ seyen dieselben Grössen 

a^ d^ etc. 

Für diese beyden Zeiten berechne man nun die von der 
Parallaxe afficirten oder, scheinbare Orte des Mondes und 
der Sonne 

a' d' a'. . , für die Zeit T 

und ' ■ * 

a\ d\ u\ . . für die Zeit T^ 

Diess vorausgesetzt , suche man fördie Zeit T die Grössen 



A SS (sl — a) Cos d : 
D = d' — 6' 

und für die Zeit T, die Grössen 

A, = (a', - «',) Cos i 

Daraus folgt liir die zusammengesetzte oder relative stündli- 
che Bewegung in scbeinbstrer Rectascension 

r _ (A/ — A) CosS . 
T, — T 
und in Declination 

g = JL ^ 

Es sey nun die verbesserte Zeit des Anfangs 

T + t 
und des Endes 

T, + t, 
so findet man diese Grössen . 

aus folgenden Gleichungen 

(m', ± /.')• = (A + ft)' + (D + gt)* 
(«»', ± M',r = (A. + ft.)' + (D, + gt/ 

Jede dieser zwey Gleichungen gibt einen doppelten Werth 
von 

t und t^ ' 

von denen man eigentlich den kleineren wählen soll > da naqjli der 
Voraussetzung der Zeiten 

T und T, 

schon nahe richtig sind. 

Begnügt man sich mit einer gerin!;em Genauigkeit, wiediess 
bej diesen Rechnungen gewöhnlich der Fall ist /die man bloss 
unternimmt , um auf die Beobachtungen zur^rechten Zeit auf- 
merksam zu machen > so kann man auch mit einer einzigen der 
beyden letzten Gleichungen hinreichen. iNimmt man z. B. die er-, 
ste , so gehört von dem doppelten Werthe von t der eine für den 
Anfangs und der andere für das Ende. 

Das obere Zeichen in den erstei» Gliedern, dieser GleicI^un- 
gen gehört für die Sl^usseren, das untere für die inneren Be- 
rührungen, 
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Dieselben Ausdrucke lassen sich auch' auf die Ekliptik an- 
wenden > wenn 



a, ft 

die L'änge , 

d^ * = o 

die Breite bezeichnet ; auch gelten diese Ausdrucke für Stembe- 
deckungen vom Mond^ , für welche^ man 

}l = o 

setzt. Endlich kann man für die scheinbaren Orte 
der Sonne ohne Nachtheil diese wahren Grössen 

r 

setzen 9 da der Werth von x nur acht Secunden beträgt. Übrigens 
werden die Grössen 

A D m /i 

in gleichem' Masse , z. B. in Minuten und deren Theilen ange-> 
geben , die Grosse 

T^ — T aber , so wie t und t^ 

sind in Stunden und deren Theilen auszudrücken. 

Die Auflösun{3 dieser quadratischen Gleichungen endlich 
kann durch eine der bekannten indirecten Methoden geschehen. 
Wählt man aber eine directe Auflösung , so sey 



tgx=| 



und 



P' == (m±;i)'— A' — D* 

Q = A Cos X + D Sin X 

und endlich 

P 

tg y = ~ 
Q 

Diess vorausgesetzt, hat man fiir den einen Werth^von t , 

d ^ 

und iiir den andern 

P 
t == « Sin X tg (90 + i y) 
'd 

Noch ist übrig , die Grösse der Finstcrniss , und den Ort 
der Berührung zu finden. 



Die Zeit zwischen Anfang und Ende i$X 
(T, + 0-(T + t), 
und da die stündliche relative scheinbare Bewegung in der Bahn 

ist , so ist das Stück der Bahn , welches der Mittelpunct des Mon- 
des zwischen Anfang und Ende durchläuft , 

{(T.+t.)-(T+t)} . Vr+TT 

Die Hälfte dieses Stückes, mit der Entfernung 
m +/* 

und dem Lothe R aus den^ Mittelpuncte der Sonne auf die schein- 
bare Bahn des Mondes , bildet ein geradlinichtes rechtwinklichtes 
DreyecV i ^^ welchem man hat 

R' = (m+^)* -;J {(T, + 1,)- cT+t^' . Cf + g') 
Kennt man so R , so ist die Grösse der Finstemiss in Zollen 

iC;*+m'-R). 

Ist ferner y der Winkel des DecHnationskreises mit dem Schei- 
telkreise , so ist (§. 6. VII) 

Sin t ' • 

tg V = m 

tg f Cos S — Sin S Güs 9 

und ist d' — 6' die Differenz der scheinbaren Declination zur 
Zeit des Anfangs und Endes > und u der Winkel des DecHnations- 
kreises mit der Linie, welche die scheinbaren Mittelpuncte der 
Sonne und des Mondes verbindet , so ist 

d' — 8' 



Cos u- = 



m' -f-|*' 



* also ist der Winkel des Vertikalkreises mit der Linie y welche 
die scheinbaren Mittelpuncte verbindet , gleich 



u 



^ 



und der Berührungspunct ist östlich oder westlich vom Scheitel- 
kreise, wenn . 

■ • ■ 

u — V 

negativ oder possitiv ist* 

Um das Vorhergehende auf ein Beyspi^I anzuwenden , woU 
len wir die $onnenfinsternis$ dk^ Jahrs 1797 wählen. 

U. S 

/ 
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Für Krakaa ist beynahe 

Anfang der Finsterniss , 24« Junius 6^ ö' Abends m. Z. Krakau. 

Ende 7' 3^' 

die geocentrische Polhöhe 9 = 49*" 53' 44" 
die scheinbare Schiefe der Ekliptik 23" 27' 69" 

Die Elemente der Tafeln sind ' 

6*o'in.Z.Kr. 7^* 3o' 

wahre Länge gS* 3o' o" 93* 33' 35" 

Horiz. Parallaxe « 8"6 8.6 

Halbmesser /i i5 45.5 i5 45.5 

wahre Länge <{ 9^ 37 26 94 33 .37 

wahre Breite (( +i o 2o 1 5 32 

Horiz. ParalL ^ für Krakau p 60 4^ 60 44 

Horiz. Halbmf;sser ^ m 16 36 16 36 

Rectasc^ des Zeniths ....... i83 17 5i 2o5 5i 38 

wahre Rectasc. $ a 93 5o ^8 a 95 o 

wahre Decl. ([ d 24 25 28 d, 24 28 

echeinb. Rectasc. <{ a' 93 ' i5 -Öi a/ 94 2o 3q 

scheinb. Öecl. d d' 23 43 6 d'^ 23 40 38 

Yergrösserter Halbmesser (( m' 16 42 m', 16 42 

scheinb. Rectasc. a 95 48 53 a 93 5.2 47 

scheinb. Decl. e'+23 25 i2 d/ 23 5 6 

Ist daher 

T = 6.0 

und 

T. = 7.5 

so ist 

A SS — 33\o33 Cos 23> So' s — 3o'«293 

D = + 17.900 
A = 25.556 
D, = i5.533 

60.849 „ ^- 
f =5 — ^ = 37.233 

und 

g s= — 1.578 

Also jene zwey Gleichungen 

(32.45o)' = (—30.293 + 57.233 t)" 

+ (*7-9oo — 1.578 t)' 
(32.45oy = (25.556 + 37.233 t/ 
+ (i5. 533 —1.578 t/ 

Die erste gibt 

t = 0*0844 « o^ 5' 4" 
T = 6 

verbessierten Anfang T +t ä 6^ 5' 4" 
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Die zweyte gib^ eben so 

t^ Ä 0^.0807 =s o^ 4' 5a'' 
T, = 7 So 

verbessertes Ende T, + 1, » 7^ 54' So" 
Weiter ist 

und 

f+g' = 1388.786 
also 

R = 16.60 

und Grösse der Verfinsterung 

6.04 
Zolle. 

I. Ist mait bereits im Besitz der Werthe von . 

A und A, . » 

von 

D und D^ 

so kann man , die Auflösung der quadratischen Gleichungen tu 
vermeiden , auch so verfahren. Man nehme 

p' = A* + D^ 

q' = a; + d; 

und 

P*=(A,-A)'+(D-Dy 

und endlich ' ' 

so ist das Loth ^ welches wir oben R nannten 9 



a 



R = -V • V(P+P-H) (P+P-<i) Cf -H-p) (p-K-Pl 



a P 
• und daraus sofort die Zeit der Mitte 



' h 

oiüd die Zeit des Anfangs und Endes 



MM«^ 
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Man wird sich aber diese Ausdrücke leicht erklären , wenn 
(Fig. 6) D^ L -den Mittelpunct des Mondes im Anfang und 
Ende der Finsterniss, und A dqn Mittelpunct der Sonne bezeich- 
net > und man aus A die AB senkrecht auf die relative Bahn DL 
zieht) und 

AD = p , AL =s q, DL SS P 
und 

AB = R 

setzt. Für unser Beyspiel ist , 

p = 55.186 . 

q = 29-9^6 

P = 55,899 
h = 37.266 
also 

R = 16.60 

wie zuvor. Weiter hat man 

* . V7^^^ s= ^ = o* 49' 57" 

n n 



Zeit der Mitte = ^ = 6^ 49' öf 

lV(«,'+^)-_R'= izJLx ^ o^ 44' 54" 
h ^ ^ '^^ 1^ h 6 49 57 

Anfang 6^ t>' 3" 

Ende 7 34 5i wie zuvor. 

§.8. 

Die bisher vof^etragencn Methoden sind g»Tiz genau^ 
^vorausgesetzt, dass man das Stück der Bahn zwischen Anfang 
und Ende als eine gerade Linie betrachten kann. Aber die dop- 
pelte Berechnung des scheinbaren Ortes mächt sie zur Ausübung 
nicht bequem. 

Da es meistens nur um genäherte Resultate zu thun ist , so 
wird folgende Methode , welche jener Vorwurf nicht trifft , häufig 
ihre Anwendung finden. 

Da die Parallaxe der Ascension == — T (§. 5) und die der 
Declination = — Z ist, so ist für die Zeit T, für welche der 
Stundenwinkel der Sonne s seyn soll y die Diflier^nz der schein- 
baren Rectascension 

/ V Coso Sias 
s= a — «— (p— «) . • ^ 

und die Differenz der scheinbaren Declination 

= d — ö — (p— «) (Sin f Cos 5 — Cos y Sin $ Cos s^ 
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DifFerentiii't man .diese Ausdrücke , und bemerkt, dass für 
eine Stunde 

ds = i5* 
also 

Sin ds s o. 2588 

ist, wenn die Sonne keine Bewegung in Rectascension hätte, was 
in den zweyten Theilen dieser Ausdrücke angenommen werdea 
kann , da sie in die sehr kleine Grösse 

(p — ir) 

multiplicirt sind, so M^ird man erhalten > 

stündl. Veränderung der Differenz'der scheinbaren: Aseensidnen 

= da-da— o.2588(p — ir)S!ll^°^ 

^^ ^ Cot S 

stündl. Veränderung der Differenz der scheinbaren Dech'nationen 
sÄdd— dd— .p.a5ß8(p — «r)Cos9Sin^Sihs 
Setzt man also der Kürze ^egen , Vrie vorhin 

A = (a^ a) Cos i -^ (p — 'fc-)Cos (j; Sitis 

D = (d — b) — (p — x) (Sin> (Jos b-^ Cos 9 sin a.Cos s) 

f =. (da — cla)Cpsö-^ou2588(p — ar) Cos9Coss' 
g = (d d — di^; — o. 2588 (p — jr) Cos f Sin i Sin s 

und ist die verbesserte Zeit des Anfangs oder Endes 

= T±t, 

' 

so bat man die doppelten Werthe von t aus der*GIeichtthg 

WO man nach den vQrhei;gfihenden, 



» 



m == 



1— X 

hat. 



f 



In unsermBeyspiiele scy 

T:;=,6>45' . . / 

so ist (ur diese Zeit 

a = 94** «9' 44" \ 
d == 24 27 6 

. ' CK ^ 95 öo 5o 

b = 25-25' 9" 

d a ±s 4^'»23o 
dds 8.198 

das 2.fioo • 

d Ä = — 0.067 



«70 

woraus man findet 



also aach 



A =r — 2:875 
D s 16.42 

f = 57.144 
g =_ 1.721 

in'=5: 16.70 

ji s= 15.76 



(52.46)' = (—2.875 + 57. 144 ty ^ 
. +(16.42 — 1.7211)'. 

und diese Gleichung gibt 

t SS o^ 5i'.o, und t Ä — o'» 5q'.5 
6 4Ö.0 6 40.0 



Ende 7^ 5ö' Anfang 6^ 5.5 ; 

flir eine blosse Anzeige nahe genug mit den vorhergehenden ge« 
nauern Methoden übereinstimmend« :.; 

Ähnliche Ausdrücke wird man. leicht finden 9 wenn man dem 
Xqitator die £ldip,tik substijhiirt * daher ich mich hier weiter nicht 
dabey aufhalte. M. s. Berl. Ephemeriden f. d. J. 1782. Eine an- 
dere Methode s. m. Berl. Jahrb* 1791 p.245 et 1792. p* i^Set 1798. 
p. 12& et 1802. p« 95, ' • . 

I ■ • I • ' • , ' ' ' " I II 

, §• 9- 

Die in dem Vorhei^gehenden §./ gegebene Auflöking unserer 
Aufgabe ist unter allen die ein£u:bste und zur Ausführung be- 
quemste. Wenn aber der Anfang und das Ende, einer Finsternisse 
wie dioss öfters der Fall ist, fiir Vielfe Orte der Erde gesucht 
wird , so lässt sich die oft zu wiederholende % und dadurch doch 
sehr zeitraubende Berechnung nach §. 8 auf folgende Weise um« 
gehen. 

Setzt man in der letzten Gleichung des vorhergeheiiden §. 
die Grösse g gleich Null, da sie in der Thiit selten beträchtlidi 
ist, so hat man, wenn man für eine Zeit T die Grössen 

- ADf 

berechnet hat,fürdie verbesserte Zeit 5 des Anfangs oder desEndea 

f 

Für einen zweyten Ort wird dieselbe absolute Zdt T bloss durch 
die Meridiandjfferenz beyder Orte verschieden seyn« Wir wollen 
sie T' nennen, und eben so die übrigen Grössen 

ADf 
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fiir diesen zwejten Ort durch 

A'DT 

bezeichnen. Darin wird also die corrigirte Zeit des Anfangs oder 
Endes , iiir diesen zweyten Ort in der Zeit dieses zweyten Ortes 
ausgedrückt , folgende seyn 

^ f 

Ist nun die geographische LHnge and Breite des ersten Ortes 
% f 
und des zweyten . 

und substituirt man in den vorhergehenden Ausdriicken von 

3 und »' 

die in §• 8 (gegebenen Werthe von ' 

s ' ADf ^ 

und 

A' D' f 

und entwickelt die Grosse 



S' 



f _ s «r—T — ('ü — — \ 

V(m'4-ft)'— D'» V (m' + |a)* — D' 



SO ist 
und da 



H ? 

T — T=:X'-5t 



s'— s 



auch nahe gleich 

ist, so wird auch 
A^ _ A 
ff 

nahe gleich 

werden, vorausgesetzt , dass man 9' ss 9 setzen darf, und dasselbe 
wird man bey denzwey letzten Gliedern dieser Gleichung finden. 

JMEan wird also annäliernd 



/ 



3 
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. haben« wo F eine sehr nahe constante Grosse ist. Sind aber 
auch beyde Orte in der Polhöhe beträchtlich verschieden, so 
>vird.man 

9'— 9 . 

nicht mehr vernachlässigen können« Und daher statt dem oben 
gegebenen Ausdruck von ,. 

einen genäherten finden « der die Form hat 

l>'— » = F.(V— x) + G(9.;— 9) 

wo F und G nahe constante Grössen sind. Wollte man die An- 
näherung noch weiter treiben , fso würde man auch auf die hö*» 
heren Potenzen dieser Differenzen Rucksicht nehmen « wodurch 
man einen Ausdruck der Form 

5*— » = F . (\' — X) + G.C9'~9) 

+ H(X'-xy + I.(9'-9r+.... 

• 

erhalten würde. Wir wollen hier, wo es um blosse genäherte 
Angaben zu thun ist , uns mit den ersten Potenzen dieser Unter- 
schiede begnügen. 

Um daher diese Betrachtungen auf die Auflösung unserer • 
Aufgabe anzuwenden , setze ich voraus « dass man für drey Orte « 
deren geographische Längen 

und Breiten • 

sind, die Zeit des Anfangs oder dqs Endes der Finsterniss, jede 
in der Zeit ihres Ortes ausgedrückt berechnet habe. Diese Zeiten 
sollen in derselben Ordnung 

t t' t" ^ 

heissen. Diess vorausgesetzt , hat man nach den vorhergehenden 

t' — t =:A (\' — X) — B (9' —9) 

, t"— t = A(X"— X) — B(j>" — 9>) 

und diese beyden Gleichungen reichen hin, die Grössen A und B 
zu bestimmen. Es ist nämlich 

A = t (9" - 90 - 1' (y^^ -9) -f- 1'' iV - 9) 
B = t (X^^>-XO — t' jV'-^ X) 4- 1-^ ß'-l) 

Es sey nun für irgend einen vierten Ort A die geographische 
Länge und die Breite, und die noch unbekannte Zleit des An- 
fangs oder des Endes der Finsterniss gleich T , so hat man 
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T — t = A (^A—i) — B (♦— » : 

oder auch . 

TäA.-^— B + 

und da in dem zweyten- Theiie die$qr Glticbuog; /alles bekannt 
ist , so ist audi T gegeben. 

Es wäre zu wünschen , däss diejenigen Astronomen ^ die sich 
mit der Vorausbestimmung dieser Erscheinungen in den Ephe- 
m^riden beschäftigen ^ jeder Finst^miss oder Sternbedeckung die 
letzte Gleich uo^ hinzufügten, wodurch jeder in den Stand gesetzt 
wird, die Umstände ' dieser Erscheinungen sofort und ohne alle 
Miihe für seinen Bcobachtungsort zu 'finden; Für DeuiscMand 
möchten dazu die drey Sfernwarten von Königsberg, Gotha Und 
Tübingen sehr gelegen seyn. Hat man fiir sie 4ie drey Ein - oder 
Austritte 1 1* t" berechnet , so sind die beyden Gonstanten 

A = 2. 0^63 (t"— t) — 5.S627 rt'— t) 
B = 0.0961 (t" — t) — o.65b6 (t' — tj 



und die gesuchte Gleichung . 

T=A (^ — 0.7397) 

— B (0 — 5i .391) + i±i-±£l 






• !• 



' « .' f , 



Um da^ Vorhergehende auf die grosse $onnenfinsterni$$ de^ 
7. Septembers 1820 anzuwenden, hat man aus den Tafeln • 

wah.'Z. Paris wäh. a^" wah. d^ 

ii'» .. 164" 58' x" ,., 7° 22' 42" 

1^ .• i65 5o 4i' :. 6 55 2 

3^ i. 166 43 19. .. 6. 27 17 . . - ; 

5* . . 167 35 4? . • 5 59 26 

. wah. «^ Vi'ah. 6^ 

.. ■ « 

i65»53'33' • 6- 2' 23" 

i65 58 4 .... 6 . Oj,3i 

166 .2^ 34 . . 5 :5ft 38 : 

166 75 . « 5 56 45 

Horiz, Parallaxe des Monds am Äquator 

p = 53' 55''5 

jT =s 8.7 

'm=3 i4 43.x 
^ a i5 54*8 • 
scheinb. Schiefe == 23*^ 27' 56" 
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Mit diesen Elementen findet man fiir 

Anfang Ende ... u«— v 

Berlin i'' 3i' 55" wah. Zeit ... 4* »5' Sg , . . j2* 

Manheim, i 1 2 42 . • • • • • • 4 i 2o « • . d4 

Wien 1 56 39 ... 4 ^9 i4 • • • 79 

Es ist aber för Berlin x = o^ 736 ^ » 52«. 525 

Manheim o . 409 49 • 486 

•Wien 0.93b 48.211 

also hat man in wahrer Zeit dieser Orte 

Allfang T = i.3o4o A — o.o35o4 + 2.4«2 
Ende T == i,io23 A — o.o4oöo * + 5.55o 

und eben iso aus Wien und Manheim ^ wenn maii bloss zwey 
Orte nimmt , oder 

B ess O - , 

setzt , 

U— V:?: 88.463 A + 52^.359 

Daraus lassen sich nun ohne Miihe för alle von jenen' drey 
Orten nicht zu entfernten Beobachtungsorte die Zeiten des An- 
fangs und des Endes , so wie die Winkel IT — Y berechnen. So 
erhält man z. B« 

V /i Anf.w.Z. Ende U— V 

Bremen o\43i .. 53%o77 .. i^ 8' ..3^54' .. 64* 

Göttingen.... o.5o5 .. 5i.532 .. 1 16 ..4 2 •* ^7 

Königsberg... 1.21 1 .. 54'7i4 '.2-5 • • 4 4^ .. 8d 

Prag; o.8o5 .. 5o.o88 • . 1 43 •<• 426 •• 7^ 

Seeberg 0.56o «. 5o.935 •. . 1 22 .^.4 6 ..08 



•1 



5. lö»^ 

' ' ' . 
Weg des Mondschatte^ft b«|r Sonnenfilktteriifsteii. 

I. Um den Weg zu bestimmen ^ welchen der Schatten des Mon- 
des bey einer Sonnenfinsterniss auf der OberQUche der Erde zu- 
rücklegt 9 wollen wir die Ausdrücke des $. 4 wieder vornehmen. 
In diesen Ausdrucken haben wir die Entfernung r der .Mittel- 
puncte der Erde und des Monds iiir die Einheit angenommen , 
hier aber wollen wir der grösseren Bequemlichkeit wegen die 
Grösse 

r. Sm 1 = ■ 

180.60' 

für die Einheit annehmen , wo ft das Verhältniss der Peripherie 

zum Durchmesser des Kreises ist. Da durch diese Annahme 
i 

R = r Sin p = p 
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wird , so hat man , w^nn man die Bezeichnungen des §. 4* hey-« 
behält 

_^ Sin d Sin S + Cot d Cos S Col (a — «) 
^ Sin i" ^ ^ 

Co« d Sin (a — o) 
y rs: .... — 



S 



Sin i" 
Sin cl Cos 9 _ Cos d Sfn 9 Cos (a ~ «> 



Sin i" 

und diese Goordinaten geben die Jjagedes Mittelpinicts des Mon** 
des gegen den der firde. Weiter ist 

X = p (Sin 9 Sin 6 -4- Cos 9 Cos 6 Cos s) 

. .,. T .= p . C0S9 jSin s 

Z = p (Sin 9 Cos b — Cos ^ Sin « Coä s) 

und diese Goordinaten geben die 'Lage des Peobachters gegen den 
Mittelpunct der Erde. . . ' 

. II. Da wir im Folgenden von den drey Goordini^ten 

* • ' . • . • ■ ... 

nut* die beyden letaten brauchen, so setze ich voraus , dassman 
fiir die ganze Dauer der Finsterniss , etwa von Stiünde zu Stunde, 
eitfre Tafel dery und z entworfen habe. Für die oben angegebene 
Finsterniss des 7» Septembers^ 1820 findet man nach den dort mit« 
g^crilten Elementen . . ^ . » 

v^hre Zeit Paris y » . 

11'' — 33o4".3 4- 4B2o".7 

r ^^ 12 .. — 187.0.3 4-4^0.3 

1 — J^i6.6 -+- 3271,0 

2 + 99^*^ 4* 9496Ü 
S + 2429^12 + 1720.6 

4 + 386i.i + 944.6 

5 4- 52935.0' + 168.1 

m. Betrachtet man nun durch die ganze Dauer 'dei* Finster- 
niss die Linie , welche der Mond auf unserer Projectipnstafel (§.5.) 
beschreibt, als eine gerade Linie, so ist es leicht ^ da wir (in IL) 
die Coordinaten dieser Linie iiir verschiedene Ptfncie schon be- 
sitzen j auch die Lage dieser Linie gegen die Pix»jqot)ion des Äqua- 
tors auf jener Tafel anzugeben» 

Ist nähmlich n der Winkel, unter wel^^hem jene Linie gegen 
die Projection des Äquators geneigt ist, und ist p' die Ordinate , 
welche zu der Abscisse o gehört , so hat man , wenn man zwey 
der vorhergehenden Coordmatcn yz und y' z' nennt, 



if — ^ » 



tgn =r , . 
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und 

p' s z — y ig n 

Für anser "Bejspitl ist 

n = — 28'' 26' 
und 

p' SS 3o34".5 

IV. Das Vorhergehende setzt uns schon in den Stand , die 
vorzüglichsten der hierher gehörendei^ Aufgaben aufzulösen. 

Man suche den Ort der Oberfläche der Erde, dessen PoIhÖhe 
9 und Ortszeit s gegeben ist, und der für diesje Zeit eine Umge- 
bene Distanz A aer Mittelpuncte der Sonne und des Mondes 
sieht 



K ^ 



a 



Da f und s gegeben ist^ und &. wenigstens in einer ersten 
Näherung als constant angenommen werden kann , so sind auch 
' aus I. die Grössen T und Z , oder die Goordinaten gegeben > wel- 
che den Ort des Beobachters gegen den Mittelpunct der Erde be- 
stimmen. Daraus , und aus der gegebenen Distanz der Mittelpuncte 
lassen sich aber, wie wir sogleich sehen werden, auch die Goor- 
dinaten y z des Mondes gegen den Mittelpunct der Erde bestim- 
men^ und wenn maki diese Werthe von y {^ mi| deaen vergleicht, 
welche in der Tafel Nr. U. gegdl^eoi sind, sp erhält man die 
wahre Pariser Zeit, Alsovdai oder, die Zeit d^s.Qrts gegeben ist, 
sofort auch die geographische Länge des, Qrtest ^ 

Um aber die Grössen y*z zu finden , sey B (Fig. ^)diö Pro- 
' jection des Beobachters auf der Tafel , und '• . 

B P Ä q 

das Loth von dieser Projection auf die Bahn des Mondes ^ so ist 

AC«Y,GB = Z V. 

AP = pVBL = A ; 

und * 

AD»y,DL=:£z 

;«IsQbat4naa . • ^ , ..:: 

q = Cp^— Z)Cosn4- YSinn ;. 

Ist aber der Winkel 

••- ^ ' PLB^t:^ h 

so ist "■ ' ••'■ ' ' ■ •"' . '' ' 

Sin h Ä Ä ^ , . / 

also auch 

y =:: T + A Cos (h + n) - . 

z = Z -l- A Sin (h -i- n) 

in welchen Ausdrücken also 
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, (p' — Z) Cos n + Y Sin n 
Sm h =s 3i i ! 

ist. 

Es ist klar , dass auf diese Art immer zwey Orte gefunden 
werden, da Sin h einen doppelten "^erth von h gibt. I^t Sin h 
positiv , so Hegt h im ersten oder zweyten Quadranten , wenn A 
wächst oder abnimmt; ist Sin m negativ ^ so liegt h im dritten 
oder vierten Quadranten , wenn ^ ab- oder zunimmt 

y. Eben so leicht lassen sich aus dem Vorhergehenden noch 
eine grosse Anzahl anderer Probleme auflösen, von welchen ich 
die vorzüglichsten anzeigen will. 

Man suche den Ort der Erde , dessen Polhöhe 9 gegeben ist» 
und der zu einer gegebenen Zeit s dieses Ortes den Anfang oder 
das Ende der Finsterniss sieht. 

Um diesen Ort zu finden, darf man nur in den Ausdrucken 
der Nr. IV. 



A =;* + 



m' 



setzen , und von dem doppelten Werthe von h gehört d«r eine flir 
den Anfang , der andere fiir'^das Ende. 

VI. Man suche den Ort, dessen Polhöhe 9 gegeben ist, und 
der den Anfang und das Ende der Finsterniss bey dem Aufgang 
oder Untergang der Sonne sieht. 

Aus der gegebenen Polhöhe 9, und der Declination 6 der 
Sonne, folgt der grösste Stundenwinkel s, der in diesem Orte be- 
obachtet werden kann , durch die Gleichung 

Cos s = — tg 9 tg ^ 

Aus 9 und s aber hat man , wie in IV. die Grössen ¥ Z , und 
daraus y z. Da endlich hier s durch seinen Cosinus zwey.zwar 
gleiche,. aber in ihren Zeichen entgegen gesetzte Werthe erhält, 
und überdiess Sin h ebenfalls einen doppelten Werth von h gibt, 
so werden durch diese Auflösung vier Orte auf einmahl be- 
stimmt. 

VII. Den^Ort der Erde finden , dessen Polhöhe gegeben ist^ 
der zu einer gegebenen Ortszeit s eine grösste Phase, d. b. eine 
kleinste Distanz der Mittelpuncte sieht. 

Aus IV. folgt , dass A ^^ k;einsten wird , wei;io 

h = 90 . 

-ist. Setzt man daher . 

A ÄS (p' — 2) Cos n+ Y Sin n 
so ist ' 
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y = Y — A Sin n 
z == Z + A Cos n 

Setzt man aber in diesen Ausdrilcken 
A =5 ;* ± 



so erhält man alle die Orte« welche bloss einen äusseren oder in- 
neren Contact der Ränder sehen. Nimmt man aber nur die Hälf- 
te , das Viertel u. f. dieses Werthes vpn J^j so erhält man die 
Orte j welche eine grösste Finsterniss von 6 y 3 Zollen u. f. sehen. 

ym. Den Ort der Erde finden , dessen Polhöhe gegeben ist, 
und der eine kleinste Distanz der Mittelpuncte bej Auf- oder 
Untergang der Sonne sieht. 

Aus 9 und d findet man wieder s durch 

Cos s = — ' tg 9 tg d 

und daraus Y und Z, so wie y 2^, wie in YII. 

IX. Den^Ort der Erde finden, der zu einer gegebenen Zeit 
eine centrale Finsterniss hat. 

Für diesen Ort ist 

i 

A = o 
also 

y = Y und z :£= Z 

Um einige dieser Auflösungen auf unser Beyspiel anzuwen- 
den, suche man, nach IX. den Ort, dessen Polhöhe 

5o' 2^' 
ist, und der zu seiner Ortszeit 

2*^ 45' 

eine centrale Finsterniss sieht. '- 

9 = So» 27' . ^ 

s = 15(2^5') = 41" i5' 
p =3235 
ö =t= 6« 20 ' 



also 



y = Y 7^ i358 
z :;= Z = 23o8 



woraus durch die Tafel der Mr. II folgt 

Zeit Paris = 2^ i& 

also Länge des Orts von Paris =s o^ 3o' 
oder von Ferro 27«» 35' 

Eben so findet man fiir 



und 



und 
also 



s = 3^ i5' = 48^ 45' 

y =: Y = 1716 
Z = Z s: 2ll3 
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Zeit Paris. = 2^ 3o' 

Länge von Paris s= o^ 46' 
Ferro == 5i* 23' 

Sucht man , nach VII. deh Ort der Erde , der für die Polhöhe 

70 16' 
2u seiner Ortszeit 

1^ 56' 

die äussere Berührung der Ränder sieht) so ist 

9 = 7» 16' 
s = 2g' o' 
A=m+;« = i838 



also 



und daraus 



Y s i556 
A Sinn = — 876» 

y = 2432 



Z = 97 

A Cos n = 1610 



z s 1713 



Zeit Paris === 3^ o' 

Länge von Paris = —^1^ 4' 
....... Ferro = + 4*» o' 



§. II. 

Man sieht, wie leicht sich durch die vorhergehende Methode 
die Orte der Erde finden lassen , die von irgend einem gegebe- 
nen Puncte des Mondschattens zu einer gegebenen Zeit getroffen 
Virerden« Zwar haben wir die Polhöhe dieses Ortes ^ und die Zeit 
desselben als gegeben vorausgesetzt ; es ist aber nicht schwer, diesel- 
ben Aufgaben auch unter der Voraussetzung aufzulösen , dass bloss 
die Pariser Zeit gegeben , und daraus die Grössen 9. und s gesucht 
werden. Da diess eigentlich die natürlichste Stellung der Aufgabe 
ist> so wollen wir noch zeigen , wie man diese aus den im Vor- 
hergehenden gegebenen Auflösungen ableiten kjum , und dazu 
die Aufgabe Nr. IV,' wählen. 

Für, eine gegebene Pariser Zeit sucfa^ man den Ovt der Er- 
de 9 welcher irgend eine gegebene Distanz ^ der Mittelpunete al^k 
grössto Phase sieht. 
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Da die Pariser Zeit gegeben "ist» so ist auch y und z gegeben, 
also hat man für die Goordinaten des Beobachtungsortes 

Y = y -f. A Sin n 
Z = z -— ^ Cos n 

das heisst, man hat 

Cos 9 Sin s = (^^^ C<>s d + l^lSinn 

Stn9 Cos6-— Cos9SindCoss:= „ ~".. — ilCosn 

P P 

und aus diesen beyden Gleichungen kann man s und f finden. 
Setzt man der Kürze wegen 

y,, (a — a) Cos d + ^ Sin n 

P 
„ cl — 5-1- A Cos n 

p Cos 6 

und| substituirt man in der zw^en jener Gleichungen für Cos s 
den Werth dieser Grösse aus der ersten, oder 



Cos s = V' 1 — 



r//» 



SO erhält man fiir Sin f den Ausdruck 

Sin9 = Z"Cos*« + SinÄ. V i— Y'^-tZ'^Cos'ö 
und ist so f bekannt, so gibt die erste Gleichung 



Sin s = 



Cos f 



§. 12. 



Um den Ort der Oberfläche der Erde zu finden , der den 
Anfang oder das Ende der Finster niss unter allen zuerst oder zu- 
letzt sieht, bemerke man, dass dieser Ort die Sonne in seinem 
Horizonte sieht , und dass daher in der Tafel die Entfernung des 
Mittelpuncts des Mondes von der Projection des Mittelpuncts 
der Erde gleich 

p — flr-f->* + m' 

ist. Setzt man ..diese Grösse für A in I^- IV- §* lo, so hat man 
(Fig. 7) das Loth 

A M=aAPCosP AM 

oder 

A M =3: p' Cos n , 

also ist 



> 



A 
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und da 

LAD = h + n, 

so hat man für die Goordinaten 
AD, DL 

des Mondes 

y Sä (p — « + j» + tn') Cos (h + n) 
2 = (p_^+;* + m')Sin (h + n) 

und diese Werthe von y und z geben durch die Tafel N. II. §.1^ 
die Pariser Zeit des al Ige meinen Anfangs und Endes der Fin- 
sterniss fiir die ganze Erde ; eine Aufgabe , welche wir schon §, 3 
auf einem andern Wege aufgelöst haben. 

ilm nun noch die Orte der Oberflache der Erde zu finden , 
hat man 

Z == p Sin (h + n) 

und zugleich 

Z = p (Sin 9 Cös b — Cos 9 Sin h Cos s) 
uöd endlich , da der gesuchte Ort die Sonne in seinem Horizonte 

sieht, > U 

Cos s 5= — tg 9 tg 6 . . (a) 

« 

Subsituirt jpan den letzten Werth von Cos s in der vorletz- 
ten Gleichung , und setzt beyde Werthe von Z gleich , so ist 

Sin 9 = Sin (h + n) Cos b 

und da so 9 bekannt ist, so findet man s aus der Gleichung (a). 

Setzt man aber in diesen Ausdrücken fiir 

p — 3r+/* + m' 

bloss die Grösse 

. p — ^t 

so erhalt man die Orte , die den Anfang und das Ende der cen- 
tralen Finstemiss unter allen zuerst und tuletzt sehen. 

In unserm Beyspiele war 

p SS 3255 
p' SS 3o34*ö 

;t + m' s= i838 

n SS — s8o 26 

also gibt 



i 



«90 



und 



Sink«— llf!!! 
p— «+P + 

b = 148* iff 



Der erste Werth gibt 

Anfang der allg. Fiast ii^ 33^ %\' wah. Zeit Paris , 
in dem Orte , dessen Breite ög* & \V Nord 
Länge von Ferro 286* 14' i3' 

Der zweyte Werth Yon b gibt 

Ende der allgem. Finst. = 4^ ^9' ^^ 

Breite = 3* 74' 35" Nord 
Länge von Ferro = 37» 56^ 5i" 

die centrale Finstemiss ist 



/■ 



also 
und 



Sin b = — ?1- Cos n 
P— « 

b = 124' 2? 



h s 55' 34'. 
Der erste Werlli von h gibt 

Anf. der allgem. centr. Finst. 1^ 4' 42" 

Breite Bi« 4o' So'' N. 
Länge 227' 49 40 

die zweyte aber gibt 

Ende der allgem. centr. Finst. 3^ 18' 16" 

Breite. 27» i5' 2S!" N. 
Länge 63 3i 8 

In allem Vorhergehenden ist die Declination h der Sonne 
v^ährend der Dauer der Finstemiss constant angenommen wor- 
den , so wie man die Abplattung der Erde vernachläs^t hat. Will 
man sich diese Voraussetzungen nicht erlauben , so kann man 9 
nachdem man durch die vorhergehenden Methoden die Zeit und 
die geographische Lage des Beobachters annähernd bestimmt 
hat s dieselbe Rechnung wiederholen , indem man (lir b diejenige 
Declination wählt , die fiir diese genäherte Zeit Statt hat v und in- 
dem man (lir 9 die geocentrische Polhöhe des Orts, so wie für 
p die Parallaxe dieses Ortes nimmt. 



2Q% 



§. i3. 



Um diesen interessanten Gegenstand noch von «iner andern 
Seite zu untersuchen 9 wollen wir uns durch den Mittelpunct def 
Erde eine Ebene senkrecht auf den Äquator , und zugleich senk- 
recht auf den in dem Äquator projicirten Radius Vector der Erd^ 
denken. Wenn man die heliocentrische Rectascension und Decli- 
nation des Mondes kennt , so ist es leicht , den Punct der Tafel 
zu finden 9 wo für jede gegebene Zeit der Mittelpunct oder sonst 
ein anderer Punct des Mondschattens liegt Kehnt man aber die 
Lage dieses Pünctes der Tafel gegen den Mittelpunct der Erde ^ 
der ebenfalls in dieser Tafel liegt, so lässt sich 'daraus ohne Mühe 
der Punct der Oberfläche der Erde bestimmen , durch welchen 
jener Punct des Schattens geht. 

Heisst a' d' die heliocentrische Rectascension und Declina- 
tion des Mondes , und r' seine Entfernung von der Sonne , und 
behält man die Bedeutung der übrigen Zeichen nach dem Vor- 
hergehenden bey , so hat man , wie man leicht sieht ^ 

^ , , • X r Cos d Sin (a — a) - 

tg(a — «) = 1 L-i^ 

, ^ r Cos d Co» (a— a) — p Co» S 

„ ^ (rSind — p SinS) Cos(a'— a) 

"^ r Cosdl:©» (a— ö) — p Co» 5^ 

r Siii d -^ p Sin S 

'" Sin d' 

Verlängert man'^die Linie r% bis sie unsere Tafel in dem 
Puncte A trifft, und sind ,, 

TZ 

die rechtwinklichten Coordinaten , welche die Lage des Pupctes^ 
A gegen den Mittelpunct der Erde bestimmen , und nennt man 
eben so 

die den vorigen analogen Coordinaten, welche die Lage der Sonne 
gegen die Erde bestimmen , so wie endlich 

x' y' z' 

die, welche die Lage des Mondes gegen die Sonne angeben, wo 

in der Linie liegen , welche die Mittelpunkte der Sonne und der 
Erde verbindet , so hat man 

§ = p Cos ^ 
•u =3 o 

5 38= p Sin * 



und 



T 9 
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jc* =r r Costf Cos(a' — o) 
y'= rCostf Sin(a' — a) 
i' = r'Smd' 

und iiberdiess 

und 

also auch 

Y ÄS — f Cos 6 tg (a'— a) 

VCo8(a'— a) y 

Substitairt man aber in den letzten beyden Ausdrucken (ur 

tg(a' — «) 

und 

tg d' 



Co» (a'— a) 

ihre Werthe aus dem Vorhergehenden y so erhält mair 

y ^^ • p r Cos d S in (a — a) 

rCo8dCo8(a — a) — pCosd 
„ pr (Sin d Cos J i— Cos d Sin J Cos (a — o)) 

r Cos d Cos (a •— • a) — pCos-S 

Ist aber wieder p die Horizontalparallaxe des Mondes, so 
ist, wenn man den Halbmesser der Erde zur Einheit annimmt. 



Sin p 

und da p \iel grösser als r ist , so gehen die beydeii letzten Aus- 
drücke in folgende über 

Y ^^ Co« dSin (a — a) 

Sin p 

Sin (d — 5)4-2 Co»dSin«Siu'^^^ 
Z= Ä 



" Sin p Cos 8 

Nachdem so die Goordinaten Y 2 des Punctes A der Tafel 
gefunden' sind , wollen wir den Punct A' finden , in welchem die 
verlängerte Linie r' die Oberfläche der Erde trifft 

Die Ebene , welche durch die Mittelpuncte det Sonne und 
des Mondes senkrechfauf dem Äquator steht , schneidet die Ober- 
fläche der Erde in einem Kreise, dessen Halbmesser h seyn soIK. 



* 



, .«95 

In derselben Ebene liegt die Linie r^ die daher verlängert gegen 
die Ebene der Tafel nahe unter dem Winkel d geneigt ist. Die 
Höhe des Punctes A^ über dem Halbmesser dieses Kreises , der 
mit der Ebene des Äquators parallel ist > hiess oben Z. Sey eben 
so Z' die^Höhe des Punctes A! , so ist die Entfernung dieser bey- 
den Höhen von einander 



Vh' — Z'' 
oder auch 

(Z — Z') Cotg d. 

Setzt man ako beyde Werthe gleich , so hat man 

Z — Z' = (h* — Z")^. tg 6 
oder auch 

Z' = Z Cos ' * + Sin 6 . V^h* — Z* Cos^ 6 ^ 

Um nun noch den Halbmesser h dieses ILreises zu bestim- 
men , bemerke man , dass die Entfernung des Mittelpuncts dieses 
Kreises vom Mittelpuncte der XLugel gleich Y ist , woraus folgt 

h'»i — T' 

Da endlich Z' der Sinns der Polhohe des Puncts A' ist , so 
hat man , wenn man diese Pothöhe 9 nennt, 

Sin 9 = Z Cos' b + Sin6 . V^i-^Y"— -Z'Cos' «.. (I.) - 

Denken wir uns nun durch denselben Punct A' eine Ebene 
parallel mit 3em Äquator, so wird diese Ebene, die Obeitiäche 
der Kugel ebenfalls in^einem Kreise schneiden« dessen Halbmes- 
ser H seyn soll« Heisst dann s der, Winkel, wekhender Halbmes- 
ser dieses Kreises , der nach dem P^ncte A' geht , mit dem Halb- 
messer desselben Kreises bildet, der parallel mit der Axe der { 
ist , d. h. ist s die Eiitfernung des Punctes A' vom Meridian , der 
eben Mittag, hat, oder endlich, ist s der Stunden winkel des Or-' 
tes A', so ist 

Sm s s= 

H 

Da aber der Halbmesser H dieses Parallelkreises der Kugel 
gleich dem Cosinus der Polhöhe des gesuchten Ortes A'ist, so 
hat man 

Sin s = . . . (II.) 

Cos tf 

und die Gleichungen L II. bestimmen den Ort der Obcrfläciie 
dier Erde, der für eine gegebene Zeit eine centrale Finsterniss 
hat« Man wird von selbst bemerken, dass diess dieselben Ausdrücke 
sind, die wir §, 11. gefunden habei^, wenn man dort ^=to setzt. 
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Wir wollen nnii anch die andern Puncte des Schattens auf 
dieselbe Art zu bestimmen suchen. 

Wäre die Tafel auf der Schattenaxe senkrecht« so wäre der 
Umfang des Schattens auf dieser Tafel ein Sareis ^ dessen Halb- 
messer 

P P 

ist* Wir wollen einen Pnnct B der Peripherie dieses Kreises da- 
durch bestimmen, dass sein Halbmesser mit dem Halbmesser, 
der in einer auf dem Äquator senkrechten Ebene steht , den gege- 
benen Winkel n bilde ^ so sind die Coordinaten dieses Punctes B 



und 



ä Sinn 



^ Cos n 



P 

die erste in der Richtung des Äquators, und die andere auf der 
ersten senkrecht. Projicirt man aber diese Coordinaten auf unsere 
Tafel , und heisst man diese Projectionen v in der Richtung des 
Äquators , und d in einer auf der ersten senkrechten Richtung , 
so ist 

V = ^ Sin n 
P 

P A Cos n 

p Cos i 

WO vi parallel mit den vorhergehenden y z sind. Wie nun vor- 
hin der Punct A der Tafel die Projection von dem ihm entspre- 
chenden Puncte A' der Oberfläche der Erde ist, so wird auch 
der Punct B der Tafel die Projection eines Punctes der Oberflä- 
che der, Erde seyn , welchen letzten wir B' nennen wollen. Es ist 
aber offenbar, dass sich der Punct B, um daraus B' zu finden, 
eben so behandeln lassen wird , wie wir oben den Punct A be- 
handelt haben , um daraus A' zu finden. Die beyden Gleichungen 
I. II. für Sin 9 und Sin s werden nähmlich auch hier gelten, 
wenn man nur 

y ^ V für T 
und 

Z Hh 2 für Z 
setzt. 

Gibt man dann der* Grösse n nach und nach alle Werthevon 
o bis 180, so wird man alle Orte der Erde erhalten, welche in 
demselben Augenblick eine blosse. Berührung der Ränder sehen. 

Diess sind aber noch nicht die Orte, die bloss-^ine Be^ 
rtthrung sehen, di>nn früher oder später können dieselben Orte 
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tief in dem Schatten liegen, da sie nur für die gegebene 
Zeit in der Gränze des Schattens sich befinden. 

« Unter allen diesen Orten aber , die der Peripherie der Jan- 
sen EUipise, welche die Projection jenes Kreises auf der Tafel 
ist V entsprechen , gibt es zwey , welche bloss eine Berührung der 
Ränder sehen 9 oder welche in der That in der Gränze des gan- 
zen S c h att e n w e g e s liegen. 

Setzt man voraus, was hi^ ohne merklichen Fehler gesche« 
hen kann , dass überhaupt die grössten Phasen auf der Linie Statt 
haben, die auf der relativen Bahn des Mondes senkrecht steht, 
so werden jene beyden Puncte offenbar diejenigen seyn , für wel-^ 
che der Winkel n gleich der Neigung dieser Mondsbahn gegen 
die Eb^ne des Äquators ist, so dass man also für diese Puncte 
hat 

tgn == 

^ (da — da) Cos d 

Y ^^^ Cos d Sin (a — «) 
Sinp 



Sin (d - 8) + a Cos d Sin J Sin* ^^^^ 
Z= " « 

Sin p Cos i 

V = ^ Sin n 
P 

p Cos S 

Setzt man also der Kürze wegen 

T" = Y±t> 
Z" = Z Hh 2 

so hat man, wie zuvor. 

Sin f=Z" Cos' 6+Sin6.\f^— Y"" — Z"" Cos' 6 

y// 



Sin s == 



(A) 



Cosf 



und diess sind dieselben Gleichungen, diie wir in §• 11. gefunden 
h^ben. Sie geben also den Ort (d. h. die Breite 9, und die. Länge 
% durch den Stunden winkel s des Ortes), der ifUr eine gegebene 
Pariser Zeit eine gegebene Distanz ^ der Mittelpuncte der Sonne 
und des Mondes als grösste Phase sieht. Dieselben Ausdrücke 
lassen sich übrigens auch leicht durch eine einfache geometrische 
Construction finden. 
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Setzt man 

A = o 

so erhält ii^aa alle die Orte , die (iir eise gegebene Pariser Zeit 
eine centfale Finsterniss sehen. 

Sem man 

A = ;» Hh m' 

so erhält man alle die Orte, die fiir eine gegebene Pariser Zeit 
die äussere oder innere Berührung der Ränder sehen. 

Setzt man 

Ä=iLzio + m'), 

IS 

so erhält man die Orte, welche iiir eine gegebene Pariser Zeit 
eine Finsterniss von k Zollen als grösste Phase sehen. 

Die obern Zeichen bey v und ^ gehören fiir die nördliche , 
die untere fiir die südliche Gränze des Schattenweges. 

Attf diese Art wird man alle Orte der Erde bestimmen , wel« 
che von dem Schatten getroffen werden ^ und sie dann in einer 
Karte verzeichnen. Am bequemsten ist es , dazu zuerst die Wer- 
the von T und Z eben so in eine Tafel zu bringen , wie wir oben 
§. lo. IL fiir y und z gethan haben. 

Um diese Ausdrücke auf unsere Finsterniss des 7. Septem- 
bers 1820 anzuwenden, hat man fiir die centrale Finsterniss 

n = — 28'^ 26 
p := 3235 
« =c 6» 20' 

A=5' o 

Ist also die Pariser Zeit 

t=2^o' 

gegeben , so ist • 

Z Cos ö = 0.7755 
T = 0.3090 

9 = + 56« 5' Nord 

s « 2^ i4' - * 

Länge von Paris X « + o' 14' östlich. 
Für 

t = 3* o' 

ist eben so 

• 

Z Cos & = 0.5337 
T = 0.7535, 



Für 



, « + 54: 5»' 

8 = 4' s6' 

X = + I* 26' 



•Ö7 



ist 



also für die äüsserste Schaltengr'dnze , oder (ur die Orte y welche 
efne blosse äussere BenihruDg der Ränder sehen • 

fiir wahre Zeit Paris t =s i'' 

(2+2) Cos 6 = o.5i32 / 

Y +ti == — 0.4068 

o = + 36' 3o' 

s r= — 2^ 2' 

X = — 3^ 2' westl. von Paris 

für die Orte , die £ine Verfinstercmg von 6 Zollen sehen « ist 

a 

also für Par. Zeit t = 2^ 

(Z + ^) Cos 6 = o.523i 

Y=s 0.1733 

. 9 = 4. 37» 44' 
s = o''5i' 

3t = - I* 9' 

In den {bigenden Tafeln findet man den Weg des centralen 
und der beyden Gränzen' des vollen Schattens für die vorzüglich- 
sten Orte Deutschlands und die angränzenden Länder. 

Centraler Schatten. 



wah. Zeit Paris PblhÖhe Stui 


Didenwinkel I4nge von Paris 


l 9 
2* 0? ... 66» 5' ... 

2 10 • • . 52 17 ... 
2 20 ... 46 3q ... 

2 3o *^ • • • 4& B ... 


s X 

2* i5' ... 0* i5' östlich 
2 .35 ... 2Ö 

2 55 ... 55 . 

3 i5 ... 40 


< 

Nordliche Gränze des vollen Schattens 


£iz=^ 


fi — m - 


t 9 

2*^ 5' ... 55'U' 
2 i5 5i 52 
2 25 48 i5 


s X 

... 2*36' ... 0*32' 

2 57 42 

3 17 ö 62 



Sg8 



Sädliche Gränze des vollen Schattens 



t 


9 


S^ o' .. 


. . 64^ So' 


2 la 


5o 40 
47 18 


2 20 



s 
2^ 4' 

2 25 

2 44 



o^ 4' 
o i5 

o 25 



Man wird endlich leicht bemerken , dass diese letzte Metho- 
de noch die Auflösung einer grossen Anzahl anderer interessan- 
ten Aufgaben in sich schliesst Sucht man z. B. den Ort , der die 
centrale Finsterniss in seinem Mittage sieht , so ist iur diesen Ort 

Y = o , d. h. a •— a = o. 

Aus dieser letzten Gleichung findet man die wahre Pariser Zeit^ 
und daraus die Länge des Ortes (da s = o ist), und die Breite 
aus der ersten der Gleichungen A 9 oder aus 

Sin j> = ZCos* ö 4- Sini5 . V^i — Z'Cos'i 

Eben so ist für den Ort, der die blosse Berührung in seinem 
Mittage sieht, 

r'oderY + ti = o, 

für die Orte aber , welche die äussere Berührung zuerst und zu- 
letzt sehen , ist 

r" + Z"' =:= 1 u. s. w. 

Die in §. 10 gegebenen Ausdrücke geben zugleich ein be- 
quemes Mittel , die §* 6 u. 7 u. w. enthaltenen Probleme aufzulö- 
sen. Um diess kurz zu zeigen , wollen wir die Zeit suchen , fiir 
welche in einem gegebenen Ort der Erde irgend eine gege- 
bene Distanz ^ der Mittelpuncte der Sonne und des Mondes ge- 
sehen wird. 

Zu diesem Zwecke sucht man mit einem willkührlichen Werth 
des Stunden winkeis s (man wird immer leicht einen genäherten 
Werth von s erhalten) aie Goordinaten Y und Z aus §• 10. I , und 
aus diesen und der gegebenen Distanz A die Goordinaten y und z 
aus §. 10. IV , und aus diesen endlich durch die Tabelle der x j 
§. 10. II die Pariser Zeit, also auch die geographische Länge des 
gegebenen Ortes , welche letzte mit der wahren , gegebenen Län- 
ge dieses Ortes verglichen , zeigt , ob man den Werth von s rich-r 
tig angenommen hat. Eine leichte Wiederholung dieser Rech- 
nung wird dann zu dem wahren Werth von s fuhren. Auf diese 
Weise wird man die Ortszeiten der * äusseren oder inneren Be- 
rührungen der Ränder erhalten , wenn man für ^ die Summe 
oder die Differenz der scheinbaren Halbmes^ser des Mopdes und 
der Sonne annimmt. Endlich ist , wie man leicht sieht , der Win- 
kel , welchen die gerade Linie , die die Mittelpuncte der Sonne 
und des Mondes verbindet , mit dem durch den Mittelpunct der^ 
Sonne gezogenen Verticalkreis bildet. 
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h +n — g 

wo h n die In §. lo gegebene Bedeutung hat« und wo 

_ 2 

/ 

angenommen wird. 

'§.14. 

Es ist angenehm und nützlich, die Erscheinungen einer Fin- 
sterniss sich mit Hülfe eines Globus zu versinnlichen. Zu diesem 
Zwecke wird folgendes Verfahren sehr bequem seyn. 

Sey H der Halbmesser des Globus , und 

P 

der Halbmesser eines Kreises (z. B. von Messing oder Papier) ; 
das obere Zeichen für den Halb-, das untere fiir den vollen Schatten. 

Man lege über den Globus ein Tiinial in eine horizontale^ 
Lage, und auf das Linial jenen Kreis. Es sey nun A der Ort des 
Globus , der für eine gegebene Zeit die Sonne in seinem Zenith 
hat , und B der Ort , der fiir dieselbe Zeit die centrale Finstemiss 
sieht (wo man B schon aus den vorhergehenden Rechnungen 
kennt). Diess vorausgesetzt, stelle man den Globus so, dass A 
den höchsten Punct desselben einnimmt, und dann bewege man 
den Kreis auf seinem immer horizontalen Liniale so , dass der Mit- 
telpunct des Kreises senkrecht über B steht Die so von der Schei- 
be des Kreises bedeckten Lähder sind die, welche in diesem Au- 
genblicke im Schatten liegen* / 

Legt man nun das immer horizontale Linial so, dass der 
Mittelpunct der darauf liegenden Scheibe immer über den Puncten 

B, B', B" 



* • 



senkrecht steht , die für gegebene Zeiten eine centrale Finsterniss 
sehen , utid. dreht man zugleich den Globus jedes Mahl so, dass 
dessen höchster Punct immer derjenige ist , welcher zu derselben 
Zeit die Sonne in seinem Zenith Hat , so kann man auf diese Art 
den ganzen Weg des Schattens und alle seine Gr'änzen auf dem 
Globus verzeichnen^ und sie von ihm auf eine Karte bringen. 

§. i5. 

Aus dem Vorhergehenden folgt , dass man , um die Zeit eir- 
ner Finsterniss mit aller Schärfe zu finden , diese Zeit schon 
vorher beynahe kennen muss. Zu dieser vorläufigen Kenntniss be- 
dient man sich gewöhnlich der Epakten. Die astronomische 
Epakte eines Jahres ist das Alter des Motides ^ vom Neumonde 
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an gere<;)inet, im Anfange des gegebenen Jahres, oder sie (st die 
Zwischehzett von der letzten Conjunction (des vorhergehenden 
Jahres) und dem Anfange des gegebenen Jahres. Man findet also 
die Epakte des gegebenen Jahres y wenn man die Epoche der 
Sonne von. der Epoche des Mondes fiir dieses Jahr subtrahirt « 
und die Differenz in Mondszeit 

(t2* 1908 = i**) verwandelt. 

So ist für 176a 

Epoche SS s8o« G 6* 
d = S40 96 2 

6o* 19' 56r 

oder c^-fi Epakte des Jahres 1762 ist 

4^ 2a^ 46' 32". 

EUit man die Epakte eines Jahres , so wird man durch blosse 
Addition der synodischen Revolution des Mondes 

29^ 12^ 44' 5" 

alle Zeiten^ der mittlem Conjunctionen und Oppositionen dieses 
Jahres finden. 

Da man bcy den Monds fin st ernissen wegen der 
Schwierigkeit der Beobachtung auf den Halbschatten keine Rück- 
sicht nimmt, so kann offenbar keine Finstemiss Statthaben , wem! 
die Distanz der Mittelpuncte des McAndes und des Schatten- 
schnittes, d. h. wenn die Breite des Mondes grösser ist, als 

P + ar + m— /i. 
I^ic.jBTÖssten und kleinsten Werthe dieser Grössen sind aber 

von p . • 6l^5S und S5\^ 

m . . 16.77 i4-70 

/ft . • 16.32 15.78 

wobey 

angenommen wurde. Die grösste Breite des Mondes ist also 

b = 62'.67 
und die kleinste '* 

/J = 52'.48. 

Ist aber n die Neigung der Mondsbahn gegen die Ekliptik , und 
u das Argument der Breite , so ist 



Für 



Sinu = f!l£ 

Sin n 



Soj 



,_-*■ • 



und 



ß 3S= 62.67 
ß = 52.48 

n = 5" o'ö5 
n = 5** i7'.68 



ist daher 



u s=s 12* 4^20 ' ' . 

u = 9* 3i'.35 

Ist daher zur Zeit der Opposition a kleiner , als 

so hat gewiss eine Finstemiss Statt, ist u grösser » als 

i2* 4'.2o, 

so kann keine Finstemiss mehr Statt haben. Ist endlich u zwi- 
schen diesen Gr'änzen , so muss man eine nUhere Untersuchung 
an5tell(^n. 

Eben so kann eine S on.nepfinsternis s nur dann Statt 
haben , wenn die Breite des Mondes zur Zeit der Gönjunction 
kleiner als / ' 

ist. Substituirt man fdr 

• p m* /i 
die vorhergehenden grSssten Werthe, so ist 

Sin u = ^'"^ "' ^^' .^7 also u « j9* 22'. 4 

Sin 6" o'oö 
und substituirt man die kleinsten Werthe, so ist ' 

Sm u = ^! — also u =s i5- 24 . 4 

Sih 5« 17^70 

Ist also in der Conjunction u kleiner als i5^ ^4*4 9 ^^ ^^^ 
gewiss eine Finstemiss Statt, ist aber u grösser als 18- 22^41^^ 
kann keine Finstemiss Statt haben. Alle Finsternisse des 19. Jahr« 
hunderts findet man berechnet in Hallasehka's elem. eclips. Prä- 
gae iüi6, und die zu Paris sichtbaren in Memoires de math. et 
de physiqüe pr^sent^s k TAcadimie. Tom V. Paris 1768. 

§. »6. 

Läogenbestimmnng en nnd €orrection d«r Mondes* 

Tafeln; 

Ij/lHr kommen nun zu dem Nutzen , welchen die BecbachtuOik 
gen der Finsternisse haben. Dieser Nutzen besteht vorzüglich 
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darin, dass sie uns die besten Mittel geben t die geographische 
Länge der Beobachtungsorte sowohl , als auch die Verbesserung 
gen der (lir die Seefahrt so wichtigen Mondstafeln zu finden. 

Da die wahren oder JMEondsfinstemisse wirkliche Beraubun- 
gen des Lichtes sind , so^ sind ihre verschiedenen Erscheinungen 
fiir alle Puncte der Oberfläche der Erde , aus welcher sie gesehen 
werden, tautochron. Wenn daher ein Beobachter z. B. den An- 
fatig einer solchen Finsterniss um a*" seiner Ortszeit, und ein an- 
derer denselben um b^ seiner Ortszeit beobachtet hat , so ist die 
L'ängendifferent oder der Unterschied der Meridiane beyder Orte 
a. — b. Dieses sehr einfache Mittel , die geographische Länge zu 
bestimmen , wird aber wegen der Unsicherheit der Beobachtung 
nur sehr selten ganz verlässliche Resultate gewähren , da der- 
schlecht begränzte Halbschatten, der, Unterschied in der Güte der 
Augen , der Femröhre -, und der Reinheit der Atmosphäre mei- 
stens sehr nachtheilige Einflüsse äussern* 

Anders verhält es sich mit den scheinbaren Finsternis- 
sen, mit den Sonnenfinsternissen und Sternbedeckungen vom 
Monde , die^ besonders die letzten, mit grosser Schärfe beobachtet 
werden können. Die Zeiten der Ein- und Austritte sind zwar (ur 
verschiedene Orte der Erde , wegen der Parallaxe , verschieden ^ 
aber, man kann aus diesen Beobachtungen durch eine sehr sichere 
Rechnung die Zeiten herleiten , für welche diese Ein - oder Aus- 
tritte, oder die geocentrischenConjunctionen beyder Mittelpuncte» 
fiir einen Beobachter im Mittelpunctc der Erde Statt haben wer- 
de , und ,dann diese letzten Erscheinungen als gleichzeitige , odei* 
als solche ansehen , die fiir alle Orte der Oberfläche der Erde zu 
derselben Zeit Statt haben. . 

"^ Es sey T die Qrtszeit des beobachteten Ein - öder Austrit- 
tes , und t die beynahe bekannte« Länge dieses Ortes östlich von 
J^aris (für eine >yestliche Lage ist t negativ). Für die hypothetische 
Pariser Zeit , , ,. . i 

T — t 
suche man 

die scheinbare Rectascension und Declinatign des 

Mondes a d und den- scheinb. Halbmesser m für das 

Gestirn seycn diese Grössen a 5 /i, 

Sey' ferner 

/. ^^ fitundl. scheinb. Änd. ^ — st. seh. Änd. in Rectascension 

36oo 
_ Stiindl. scheinb. Änd. (j[ -* st. stjh. Änd. in Declination 

36oo 
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also f g die scheinbaren relativen Bevsregungen in Reclascension 
und Declination wilhrend einer Secunde. 

Hat man t und die tabellarischen Orte der bevden Gestirne 
der Wahrheit gemäss angenommen , so muss man nahen 

(a — a)"C0s'6 + (d — 5j' = (m4:>i)' 

Ist aber t unrichtig angenommen worden , so wird der letz- 
ten Gleichung auch nicht Genüge geschehen. Es sey das verbes- 
serte t gleich 

t + dt, 

wo dt in Secunden ausgedrückt seyn soll. Man hätte also eigent- 
lich die obigen Elemente für die Pariser Zeit 

T — t :— dt 

suchen sollen. Für diese Zeit ist aber die Differenz der scheinba- 
ren Rectascensionen 

a — « — f . dt , 

und die Differenz der scheinbaren Declinationen 

V- d — 4 — g . dt 

also hat man , wenn man der Kürze wegen 

setzt 

(a — « — f dt)' Cos" d-f'Cd— *—§*)• = Ä* 

und in dieser Gleichung ist bis auf dt alles bekannt^, also wird 
man auch diese Grösse aus ihr finden können. 

Kann man voraussetzen , dass dt sehr klein ist, so wird man 
die zweyten Potenzen dieser Grössen vernachlässigen dürfen , wo- 
durch die Rechnung, einfacjier w^*d,. Setzt man nähmlich 

^^' = (a~ a)* Cos »4 + (d — Ä/ 

oder bequemer 

tg ttf = • 

und 

^ , X Co» S d — J 

<\ s (a — «) 






Co« u 5ia w 

aoist 

dt « A- - H' 

jtA(^c<>«tc:oft»-hgSiii») * 

Bey den Hilfsgrössen 

<o und A ' 

muss man auf ihre Zeichen aufmerksam seyü. Die Grösse dt wird 
in Zeihecunden erhalten, Dass man statt Rectascen^ion und De«; 



I 
t 
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clination auch Länge «od Jbeite nehmen kann t ist fiir aich 
klar. 

E X e m p e L 

1798 Augnsf 8. Mmrde beobachtet : 

Eintritt « Zwillinge in Leipxig i3^ 35' 17^5 m. Z. Leipzig 

Austritt 14 ig 3i.3 

Die schon sonst gnt bekannte Meridiandifferenz von Paris ist 

o^ 40' 7"5 

daher ist aus den Tafeln 

für mit. Zeit Paris i2^ 55' io"o .. i3^ 89' 23"ö 

wahre Länge tl 96* 16' 5.5 .. 96*» Ai' 55''2 

wahre Breite H +2 54 1 1 .3 . , 2 d6 2*4 

Horax.Par. am Äquator •• . o 98 53.2 •• o 58 54.8 

Horiz. Halbmesser ...... o 16 4-3 •• o . 16 4*7 

^ahrestündl.Bew.inLäng. o35 3.2.. o35 4.0 
Breite o 2 3i . 1 . . o 2 3i . 1 

\ Breite zunehmend 

Rectasc. des Zeniths 34i 34 i3 t . . 352 39 29 

scheinb. Länge des $ ... 96 5i 45.2 .. 9^7 2o &.o 

scheinb. Breite d -f- . . . . 2 7 42.5 .. 2 i2 '32.^ 

scheinb. Halbmesser ^.. o i& 5.8.. o 16 7.9 

wobey vor^asgeselzt wurde geocei^trlscfae Breite 

^.Äs Öl» io' ii"o, 

also auch die Horizontalparailaxe für Leipzig 1 

e^5»46."8 
o*» 58' 48^4 

Des Sterns scheinbare Länge ist 97* 7* 5"2 =: x 
scheinbare Breite -|^ 2 2 48.1 ss & 
Durchmesser /a ss o 

Daraus folgt .... 

i s= — i =s o.63qi6 
36oa ^ 

^ 36oo ^ 

Wir wollen nun die Meridiandifferenz absichtlich eine Mi- 
nute zu klein annehmen , oder 

t = o** 39' 7"5 

KUen . so hat man für die hypothetische Pariser Zeit des Eintritts 

T ~ t = 12^ 56 lo'o 

1 



r« 't 
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uad fiir diese Zeit ist nach dek vorhergebeiiden Elementea 
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also 



also 



a = 96*^ 52' 23''5 scheinb. Läiige H 
As 2* 7' 49"o scheinb. Breite 

a — « Ä= — 881.7 

d-^ ^ = + Soo.o 
a = 2*5' 

a> t=: — 18» 5i' 18" A = — 93i,o8 
A= 965.8 

dt=; + 62''2 

I 

t = o 39 7.5 



t + d t = o^ 40' 9"7 verbesserte Meridiandifferenz. 

II. Dabey wurde vorausgesetzt, dass alle Elemente der Ta- 
feln Ftchtig sind , allein die Grössen 

a d m und ji ' 
sind gewöhnlich noch Ideinen Fehlern unterworfen. 
Sej a zu klein « um da, also das wahre a gleich^ 

a -{- d a, 
und eleu so sey das Vahre 

d R t 
gleich . 

d+dd,R+dR,t+dt 
so hat man eigentlich folgende Gleichung zn entwickeln , 

(a+da — a-.fdt)*Cos*«+(d + dd — « — gdtV 
= (R+dR)* 

Löst man diese Gleichung auf, vemachlifssigt man die faö« 
hern Potenten von d t, d a . . . und subtrahirt davon die Glei- 
chung 

(a— «)"Cos*a+(d — ^^'ss; A* 

so erhält man 

.^JZj^ = d t (f Cos 6 Cos 0» Hh g Sin tf>) 
«A - 

— da .Cos^Cosca— dd.Sin«i + !^ 
wo wieder 

(» — a) CosS 

«*. ■■■■ - I I !->•% 



« 
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ist, und diess ist die Bedingungsgleichung dieser Beobachtung. 
Hat man also vier Beobachtungen desselben Eintritts an verschie- 
denen Orten der Erde , so wird man daraus vier solche Gleichun- 
gen entwickeln , und aus ihnen die Verbesserungen 

dt, da, dd, dR 

bestimmen. - 

In unserm Exempel ist fiir die Immersion , wenn 

t = o** 40' 7*^ 
ist 

a — Ä = — 920.0 
d— 6 = + 294.4 

Ä == «• 5' 
ö> = — i7»45'2o^' 
A =5 — 905.4 
R = 965.8 

also , wenn man 

d R = o 
setzt , 

0.4 =-^0.95 da + o.3odd + o.59dt 

und für die Emersion ist eben so 

a — o = 775.8 

d-- £ = Ö84.0 

5 = 20 8' 



a> = 36» 5q' 3i" 

O =970 



also 



= ao° 09 
= 970.6 

Ä = 907 -9 



2,7 2= — 0.80 da — 0.60 dd + 0.67 dt 

Setzt nuin in beyden -Bedingungsgle;ichuDgen 

da = o 
80 ist 

p.4 rs 0.59 dt -f- o.3o dd 
2.7 = 0.57 dt — - 0.60 dd 

woraus folgt ' 

dd = — 2"6 • 

dt = + 2.0 

also die vorausgesetzte Breite des Mondes um 2''6 zu gross , und 
die vorausgesetzte Meridiandifferenz 

t = o^ 40' 7"6 

mn 2^0 zu klein , nahe so wie sit in !• gefunden wurde. 



5o7 

. S. »6. 

*Will man aus der Beobachtung unmittelbar die wahre geo- 
ccntrische Gonjunction derMitteipuncte des Mondes und des 
bedeckten Gestirns ableiten , so sey (Fig. 8) (( der wahre, i' 
der scheinbare Mittelpunct des Mondes , S das Gestirn , also 

LL'S 

die Puncte' der Ekliptik , welche die wahre , scheinbare Länge des 
Mondes , und die scheinbare Länge des Gestirns bezeichnen. ' 

Man bringe die Zeit t des Beobachtungsortes vorläufig auf 
die nahe bekannte Pariser Zeit, und suche für diese Zeit die 
scheinbare Länge und Breite a d des Mondes , und a 6 des Ge- 
stirns , und die scheinbaren Halbmesser m des Mondes , und /c 
des Gestirns, so wie die wahre Länge A des Mondes in der 
Ekliptik. 

F^_^ stilndl. «usammengesclite w a b r e Bewegung in Lünge 

36oo 
und endlich 

T 

die gesuchte Ortszeit der wahren geocen trischei| 
Gonjunction. 

Da man in dem Dreyeckc 

d'i's' 

die zwej Seiten 

s'(r'=:R=/»;tm 
und 

d r = d — 6 

kennt , so kennt man auch 

S' 1' 
und 

Cos' 2 / 

gibt 
^ SL'. 

Da man aber auch ^ 

L U = a — A 
kennt, so kennt mah die.ganze Linie 

LS" 



L S 



U a 
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ist die Zeit , die zwischen der Beobachtung nnd der geoqentrischen 
wahren Gonjunction enthalten ist. 

Man wird daher so verfa|iren : 

Ist t die Zeit der Beobachtung, und T die Zeit der geocen« 
trisahen wahren Gonjunction , beyde in der Ubrzeit des Beobach«> 
tungsortes ausgedrückt, so suche- man auerst 

Co» 4 ^ , 

und 

5 SS - 

ff 

das obere Zeichen für Immersionen , 
das untere für Emersionen , 

4 N 

dann ist 

T=t±» 

das obere Zeichen , wenn 

« > A» 

das untere , wenn 

* «<A 

ist , wo a die scheinbare Länge des Gestirns , a d die scheinbare 
Länge und Breite des Mondes , und A die wahre Länge des Mon- 
des ist. 

Ein Fehler d^r Mondslänge ist hier weniger zu beOirchten, 
da man nur die Differenz a — A der scheinbaren und wahren 
Mondslänge braucht. Aber d und K können nashtheilige Folgen 
haben. Es war aber 

also 

dT«+il 

— F 

Überdiess hat man , 

• ^ RdR— (d — S)da 
a • i> s= «_- I , 

B,Co»*l 
also ist die verbesserte Conjunctionss^eit 

r = T + dt 

oder 

— —BF Co»' J ^ ß r . Co»' i 

und diese Gleichung ist «s , die fUr jede Beobachtung entwickelt 
werden soll. Ist . ' 



so sind die obem Zeichen fiir die Immersion ^ die untern für die 
Emersion; ist 

«<A, . 

SO sind die obem fiir die,Emersion, die nntem fiir die Immer- 
sion. Wird d R positiv gefunden « so muss die angenommene 
Grösse R um d R vermehrt werden. Eben so bezeichnet -f- d d 
eine Vergrösserung der nördlichen angenommenen Declination 
oder Breite , n'ähmlich eine Annäherung zu dem Kordpole. Ist 
also d d positiv, aber d südlich , so muss diese südliche Breite um 
d d vermipdert werden* 

In unserm Beyspiele ist fiir die Immersion 

R = 965.8 
d -— ^ = 294*4 

B SS 920.5 
== 2io5«6 



P 



also 
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, t=i3 35 17.9 

mit Leip. Zeit der wahr. Gonjunct ss T sx t-f-f =;£ i5* 2' 35"5 

Für die Emersion ist eben so 

R = 967.9 
d — 6 = S04.0 

Ä s= 2" ff : • 

B s= 772.5 
«— A s=s 2285.8 

• F. sr 2104.35 



also 



36oo 



% SS 



— A— B 



=a oUy ^% 

r 

t =s i4. 19 Si.3 

T sa t + 5ss l5 2 40.6 

* ... 

Weiter ist fUr den Eintritt 

^MMHaMfeMMMC "^m A • IJO9 ■!■» II ■ ^S9 

BF Cos' S BFCos't 

und fiir den Austritt sind dieselben Grössen 

2.i5 

1.29 



0.55 
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also ist för die verbesserte Zeit der wahren Conjunction , 

aus dem ElntrltteT = i5*S' 35''5 + i,8o dR — o.ä5 dd 
aus dem Austritte T = lö 240.5 — 2.i5 dR-f- 1.29 d d 

Setzt man beyde Ausdrücke gleich , und 

dR=;?o, ' • 

•o erhält man 

• 'd d *=s" — ä"7 

oder die tf^hellarische Breite des Mondes muss um 2*^.7 vermin- 
dert vsrerden^ wie wir auch vorhin durch die erste Methode ge- 
funden haben. Mit dieser Gorrection 

dd = ~2.> 

erhält man aus dem Eintritte sowohl 9 als aus dem Austritte die 
verbesserte mit, Leipz. Zeit der geocentriscben Conjunction 

i5'2'37" • ' 

Eben so wird man mit einer zwieyten Beobachtung derselben 
Bedeckung , die an einem andern Orte angestellt wurde-, verfah- 
ren. Die Differenz beyder geocentriscben Gonjunctionszeiten , jede 
in der Zeit ihres Ortes ausgec^riickt, wird die Differenz der Me- 
ridiane beyder Orte seyn. 

Dieselbe Bedeckung wurde noch an drey andern Orten be- 
obachtet, j • . . , ... ' \ ' ' 

1798 August 8. 

Immens, mit. Zeit, 

Leipzig i5^ 35' i7"5 . 

Ofen j5 57 27.6 

Danzig lU 1 39.4 

Celle i3 27' 42.5- 

. Der Austritt in Gel|e ist zweifelhaft* Daraus findet man nach 
der letzten Methode folgende mit Zeiten der wahren Conjunction 

Leipzig i5^ 2'. 57''o 

Ofen i5 29 i4*2 

Danzig i5 27 37,9 

Celle '" 14 53 16. Q 

Nimmt man also die Länge Leipzigs von P^ri^ 

0'' 40' 12"8 

'i^ls bekannt an, so ist ^'dnge von 

Ofen I* 6' 5o':o . 

Danzig 1 5 13.7 
Celle o 3o öo.U 



Emenivon. 

14 19 3i.3 

x4 35 37.2 

14 46 45.1 

i4 i3 29.2 



Sil 
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Ehe wir diesen Gegenstand verlassen, wollen wir noch die 
Auflösung des folgenden interessanten Problemes suchen. 

Man bestimme die Gestalt und Lage des Schattens und des 
Halbschattens eines seiner Lage und Gestalt nach geg^enen dunk- 
len Körpers , der von einem gegebenen leuchtenden Körper be- 
schienen wird. 

Die Oberfläche des Schattens sowohl , als die des Halbschat- 
tens entsteht offenbar durch die auf einander folgenden Schnitte 
einer Ebene mit sich seihst , welche sich^so um beyde Körper 
dreht , dass sie in jedem Augenblicke beyde Körper berührt. Für 
den vollen Schatten berührt diese Ebene beyde Körper auf der« 
selben Seite« und (lir den Halbschatten auf entgegen gesetzten Seiten. 

Eis seyen 

X y z 

die Codrdinaten des leuchtenden , und 

X' r z' 

die des dunklen Körpers, und 
X y z 

die der berührenden Ebene. Der Anfang dieser drey Systeme un- 
ter einander paralleler Coordinaten soll fär alle derselbe seyn. 

Wir wollen^ für die Gleichungen der Oberflächen beyder 
Körper annehmen 

dZ = p dX + q d Y '. 

dZ'=p'dX' + q'dr 

Sind also 

X Y Z 

die Coordinaten eirtes Punctes des leuchtenden Körpers, so ist 
bekanntlich die Gleichung der .berührenden Ebene in diesem 
Puncte 

z — Z = p(x-^X)+q(y— Y) . . . (A) 

tmd eben so ist die Gleichung der den dunklen Körper berüh- 
renden Ebene 

2— Z'=pXx-X)+q'Cy-lf') '. . . (A') 

Da aber beyde Ebenen nur eine dnaige ausmachen sollen , 
so wird man haben 



_Y') I 



P=P 
2-Z'=p(X~X) + q(Y 



I 
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^ Wenn man mit Hälfe der dr^ letztf n Gleichongen (B) aus 
den Gleichungen (A) drejr von den vier Grössen 

*. B. die Grössen 

X' r und Y 
climinirt, so erhält man eine Gleichung zwischen 

X 7»z und X 
von der Form 

£ = Ax+By + G . . (C) 
wo 

ABC 

Functionen von X und beständigen Grössen sind. Diese letzte 
Gleichung ist die Ebene , welche beyde Körper berührt , und de- 
ren Lage verschieden ist , nachdem man der Qrösse X verschie- 
dene^ Werthe gibt. Setzt man also die Grössen 

ABC 

durch die vorhergehenden Operationen ab gefunden voraus , und 
neigt man die Ebene der Gleichung (C) unendlich wenig gegen 
ihre vorige Lage , $6 wird die Gleichung dieser geneigten Ebene 
seyn 

'"^+(^}•■^{»+(S^+{'=+(^D} 

Zieht man davon die Gleichung (C) ab , so erhält man 

und wenn man aus den beyden Gleichungen 

(C) ond (D) 

die Grösse X eliminirt , so erhält man die Gleichung de$ Schat- 
tens und Halbschattens zwischen den Grössen 

X y z. 

Die Gleichung (C) ist die Gleii:bung der berührenden Ebene 
auf 4isnselben Seiten beyder Körper sowohl , als auch auf entge- 
gengesetzten Seiten , nachdem man . die positiven und negativen 
Werthe von 

Z und V 

verschieden unter einander vergleicht. Setzt miin eiidlich in der 
{Indgleichung zwischen 

^ 7 ^ 
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für X die Grösse Z' , so erhUt mah eine Gleichung zwischen x y, 
für die Projection der Linie der Berührung mit dem dunklen Kör« 
per. Also kennt man, da die Endgleichung fiir ^en vollen so- 
wohl, als fiir den Halbschatten gilt, auf, dem dunklen Körper die 
Gr'änze der Oberfläche des letzten, die ganz im Schatten ist, so 
wie die GrSinze der Oberfläche des dunklen Körpers , die nur von 
einem Theile des beleuchteten^ Körpers beschienen wird, oder 
man kennt die Zone zwischen beyden Schatten auf dem dunklen 
Körper, Setzt man eben so für z aie Grösse Z , so erhält man die 
Projectionen der Berührungslinien der Flächen des vollen und 
«des Halbschattens auf dem leuchtenden Körper. Noch einfacher 
kann man die Projectionen beyder Berührungslinien aus den drey 
Gleichungen (B) nnden. Eliminirt man nähmlich aus ihnen die 
Grössen 

X' r 

so erhält man die Gleichung ^r Berührungslinie auf dem leuch- 
tenden Körper zwischen 

XY; 

und eliminirt man 
X Y, 

so erhält man die Gleichung der Berührungslinie auf dem dunk- 
len Körper zwischen 

X' r. 

Um diess auf ein Beyspiel anzuwenden , wollen wir beyd^ 
Körper als kugelförmig annehmen. Der Anfang der Goordinalea 
sey der Mittelpunct der leuchtenden Kiigel. Sey ferner a der Haiti* 
messer der leuchtenden , b der der dunklen Kugel , und c die Ent- 
fernung beyder Mittelpuncte , in welcher die Axe der x liegt, so 
sind die Gleichungen beyder Körper 

r = a« - X' - r i .. 

Es ist also ' . 

m m 

Y' 



p =s — ^ — -, q ;= — • 

tnr. m' 

wo 

m"=a' — X' — Y' 

und 

m''== b' — (X'— c)'— Y" 
ist. 

Diess vorausgesetzt , gehen die Gleichungen (A) (B) in fol<- 
gende über 
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m 
Xm' = (X' — c)m 
Ym'=rm 
^ * f , XCX-XO-^TrY — T') 

m 

EHminirt man Y aus den drey letzten Gleichungen , so hat 
man 

X=l(aH:b) 

c 
und 

X'=c — i(bHPa) 

c 

woraus sofort folgt, dass die vier Berührungslinien auf der Ebäne 
der X y senkrecht stehen , und vom Anfangspuncte um die ange- 
ceigten Werthe von X und X' entfernt sind. 

Substituirt man aber diesen Wcrth von X in (A) « so ist 

a'c — ax(aqpb)^cy.Y 

V^a* c* -^ a« (a 4: b)* — c» Y» 

und differentiirt man diese Gleichung bloss in Beziehung auf Y^ 
und setzt ihr Differential gleich Null, so ist 



(D)*.Y=lIfll-2±±i>^ 



und wenn man diesen Weith von Y in der Gleichung (G) sub* 
stiruirt, so erhält man 

(y' + z') . (c' - (a + b)') =:(a c-x (a+b))* ... (E) 

und diese Gleichung E ist die gesuchte Gleichung der Oberfläche 
des vollen sowohl , als des halben Schattens. Das obere Zeichen 
gehört (iir den vollen Schatten. Die Oberfläche beyder Schatten 
ist also ein Kegel. Setzt man 

y SS z = o ^ 

so ist 



' +7 

« 
die Entfernung des Scheitels des Kegels vom Mittelpuncte des 
" leuchtenden Körpers » also auch 

X — C SS • - 



. \ 
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die Entfernung des Scheitels vom Mittelpuncte des dunklen Kör- 
pers* 

> 

Ist ferner 

X = c -4*- i- 
SO ist die Gleichung (E) 



Vf + < 



3Jk b (c + r) — a r 



' ■ ■ . •* 
der Halbmesser des kreisförmigen Schnittes des vollen und des 

Halbschattens, der von einer Ebene entsteht 9 die senkrecht auf 

xy steht, und deren Entfernung von dem dunklen Körper r ist* 

Substituirt man endlich die Werthe 



und 



X = "- (a + b) 

C 

X'— c= - (b + a) 

e 



in den Gleichungen (i) , so erhält man 
Y* + Z' = a'— -(a + b)* 



r*+Z"=b' 



*1 (b + a)' 



und diese Gleichungen sind die Projectionen der vier Licht- und 
Schattengränzen auf der Ebene der j z. Diese Projectionen sind 
also ebenfalls Kreise, deren Halbmesser 



■p"* 



und 



y/n' — C (a+b) 



V^bV-^(i>+«)" 



sind« 

FSr Kugeln lassen sich diese Ausdrücke leichter finden , 
wenn man die Tangente iweyer ihrer Grösse und Lage nach ge- 
gebenen Kreise sucht. Sind nähmlich ab die Halbmesser dieser 
Kreise , c die Entfernung ihrer Mittelpuncte , und ist x die Ent* 
fernäng des Durchschnitts der Tangente mit der verlängerten c 
vom Mittelpuncte des ersten Kreises 9 so wie ff, der Winkel die- 
ser Tangente mit c, so hat man ' x • 

a h 

tgas 



v^rrz: 



a' 



V' '■> 
(x_c)»-.b* 



5i6 
und 



Sin 



das untere Zeichen , wenn die Tangente die Linie c «wischen den 
beyden Mittelpuncten schneidet. 

Daraus findet man x und x«-«c wie oben. Ist ferner r .die 
Entfernung eines Punctes der Linie c vom Mittelpunct des zwey- 
ten Kreises 9 so ist das Loth in diesem Puncte auf der Linie c 
bis zur Tangente gleich 

(x — c — r) tg « 

also gleich 

j^b (c4-r) ^ ar 

wie zuvor. 

Nennt man endlich dieses Loth 

und 

r =SB X — c 

so gibt def letzte Ausdruck 

(y'+z^ . [c^ -(aTb)T = [ac-x(a4:b;]' 

die Gleichung des Kegels > wie oben. 



SIEBENTES KAPITEL. 

Durchgänge der untern Planeten vor der Sonne. 



Uie Durchgänge der untern Planeten, der Venus und des Mer- 
. kurs , vor der Sonne können zwar ganz nach den Vorschriften be- 
handelt werden , welche im vorhergehenden Kap. für die schein- ' 
baren Finsternisse gegeben wurden. Da sie aber ein sehr siche^ 
res Mittel geben , die Sonnenparallaxe , und dadurch die wahre 
Grösse der Ausdehnung unsers Planetensystemes , zu bestimmen ^ 
so verdienen sie eine eigene Betrachtung. 

Diese beyden Planeten, vorzüglich die in det untern Gon- 
junction uns nähere Venus , werden näiülich yon verschiedenen 
Puncten der Oberfläche der Erde , auch an sehr verschiedenen^ 
Punclen der Oberfläche jder Sonne gesehen, wodurch die ifepb- 
acbteten Ein - und Austritte sowohl , als die Dauer des Durch-* , 
gangs für verschiedene Orte der Erde ebenfalls sehr verschieden 
wird. Diese Unterschiede hängen aber offenbar von der Differenz 
der Paralla3|;e der Sonne * und der Venus ab. Die Analyse gibt 
diese Differenz genau durch dieselben Ausdrücke , welche wir oben 
fiir die; Sonnenfinsternisse erhalten haben , und die Resultate fdr 
diese Differenz werden um so verlässlicher seyn ^ da die Beobach- 
tungen der Ein -und Austritte eines völlig diinkleo Körpers auf 
einem sehr beleiichteten Grunde der grössten Schärfe fähjg sind. 
Während man aber durch diese Beobachtungen die Differenz 
der beyden Parallaxen erhält^ gibt die bekannte Theorie der el- 
liptischen Bewegung für dieselbe Epoche auch da^ Verhältniss der 
Entfernungen der Sonne sowohl, als der Venus von der Erde, 
also eben dadurch auch das Verhältniss der Parallaxe der 
Sonne und der Venus , da sich die Rarallaxen verkehrt , wie die 
Entfernungen verhalten. Kennt man aber di«^ Differenz und das 
Verhältniss zweyer Grössen 

X T- y a? a , 
und' 
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JL = b, 

y 

so kennt man auch diese Grös&en selbst 

ab 



und 



y = 



b — i 

£ine einfache Zeichnung wird hinreichen, zu zeigen, dass 
die Unterschiede der Dauer dieser Durchgänge , so wie der ab- 
soluten Zeiten der Ein- und Austritte, für die verschiedenen Orte 
der Oberfläche der Erde sehr verschieden scvn müssen. Ein Beob- 
achter z. B. der auf der Westseite der beleuchteten Hälfte der 
Erde ist, wird den Eintritt der Venus in den östlichen Rand der 
Sonne viel später sehen, als man ihn aus dem Mittelpuncte der 
Erde sehen würde; und ein zweyter Beobachter , derauf der Ost- 
seite der beleuchteten Hälfte der Erde ist , wird den Eintritt viel 
eher sehen , als aus dem Mittelpuncte der Erde. Für jenen ersten 
Beobachter hat die tägliche Bewegung der Erde eine der Bewe- 
gung der Venus, die« von Ost nach West geht, entgegengesetzte 
Richtung , daher erscheint ihm die relative Bewegung der Venus 
geschwinder , oder die Dauer des Durchgangs kürzer , als für den 
Mittelpunct der Erde. Für den zweyten Beobachter aber , der vor 
Sonnenuntergang den Eintritt, und nach ihrem Aufgange den 
Austritt sieht, sind die Richtungen beyder Bewegungen diesel- 
ben', also die relative Bewegung der Venus .langsamer, und da- 
her die Dauer des Durchganges grösser, als fiir den Mittelpunct 
der Erde. Da aber die Unterschiede dieser Dauer des Durchgan- 
ges blosse Wirkungen der Parallaxe sind, so muss sich aus die- 
sen. Wirkungen auch ihre Ursache, oder die Parallaxe selbst, be- 
stiii^men lassen* Um zu sehen , mit welcher Genauigkeit die Pa- 
rallaxe durch diese Beobachtungen gefunden werden könne , be- 
X merke man, dass den 3. Junius 1769 der grösste Unterschied der 
Dauer der Venusdurchgänge an den verschiedenen Orten der Ober- 
fläche der Erde nahe 25 Minuten , oder tboo Secunden in Zeit 
betrug. Ist aber die Sonnenparallaxe 8.5 Secunden, so würde 
jede Secunde Änderung dieser Parallaxe 176 Zeitsecunden , Än- 
derung in dem beobachteten grössten Unterschiede der Dauer der 
Durchgang« hervorbringen. Niitimt man daher den grössten mög- 
lichen Fehler der Beobachtung dieser Dauer zu 4 Zeitsecunden 
an , so wird man doch die Parallaxe bis auf den 44sten Theil ei- 
ner Secunde, oder bis auf o".o2 genau erhalten, wekhe Genauig- 
keit keine andere Methode, die Sonnenparallaxe zu finden , ge- 
währt. Der grösste Unterschied der wirklich angestellten 
Beobachtungen in jenem Jahre war aber nur 18 Minuten, und es 
scheint, dass die Fehler derselben bis zehn Zeitminuten betrugen, 



wodurch also der Fehler der Parallaxe auf dessen i3ten Theil , oder 
auf o".077 gehracht wurde. 

* * 

Um die allgetneinen Erscheinungen dieser Durchgänge fiir 
die ganze Oberfläche der Erde zu finden , tvird man dieselben 
Methoden anwenden , welche wir oben für die scheinbaren Fin- 
^ sternisse gegeben haben. Ist nämlich fiir die Pariser Zeit T der 
wahren Conjunction in geocentrischer Rectascension der Yenua 
und der Sonne 

/ad > 

die geocentrische Rectascension und Declination der Venus » 

m p 

ihr Halbmesser und ihre Horizontariparallaxe ; sind fiir die Sonne 

a b ji X 

die3elben Grössen, und ist 

|. stündl. wah, Bew.^ J — stund!, wah. Bew. 

36oo 

in Rectascension , und 

ständl. wah. Bew. ^ — ständl. wah. Bew. Q 

g — . ' » 

3ooo 

in Declination 9 so wird man ftir jede gegebene Zeit t nach der 
Conjunction haben 

(f t Cos ^y + (d — i + gt)" = M* . 

wo M die Distanz der Mittelpuncte bezeichnet* 

Ist daher 

tg n = ^ 



fCosS 
«o ist 

i^^iA-b)^^^ ^11 V^M'-(d-ÄyCos*n 

g "T g 

Setzt man in diesem Ausdrucke 

80 erhält man die Zeiten der äussern und innem Berührungen ^ 
wie sie aus dem Mittelpuncte der £rde gesehen werden« Setzt 
man aber 

M = >» + m -t- (p — t) 

so erhält man, die äusseren und inneren Berührungen , wie sie zu- 
erst und zuletzt von der Oberfläche der Erde ge«aben werden. 
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Dieselben Aosdrii«. erden auch fiir den Durchgang Merkurs 
vor der Sonne gelte ii. 

Als Beyspiel wo !i: «vir den Durchgang der Venus von 1769 
dep 3. Junius wählen. 

Die wahre Pariser Zeit der geocentrischen Gonjunction ist 
gleich 

10* i5' 2" 

Abends, und (iit diese Zeit ist 

' hei. Länge ^ =: hei. Länge j; ss 253» 27' 5i" 
heL Breite Jjl = + o" 4' 8". i 
stündl. Bew. f = 3' 58''i4 in hei. Län%e 

— « o' i4^2o in hei. Breite, abnehmend» 

StündL Beweg. -0 = 2' 23"- 5 

p = 3o''.25 « = 8.6 
m = 28.^6. /ti s 947".« 

Noch ist Entfemung^ 

? = 0.72610 
;§ Ä i.o.i5iD 

und Schiefe der Ekliptik . ^ 

23" 28' 1" 

Aus dem Vorhergehenden findet man (Lib. II« Gap, II.) 

für 10* i5' 2" 11^ i5' 2" 

geoc. Länge ? 73* 27' Si" .. 75^ 25' 56.8 



o 9 47-7 

'72 o 33.6 

22 36 1 .0 

72 6 7.0 

22 26 46.8 



geoc. Breite ^ + o 10 23.5 

geoc. Rectasc. $ 72 2 10.1 i 

geocDecl. ? +23. 36 48.0 

Rectasc. s= 72 3 32.8 

Decl. s=s 22 26 29.2 

und daraus folgt > . 

wahre Paris^ Zeit der geoc. Gonjunction in Rectascensioa 

T = 9^ 55' i7''o 

und fUr diese Zeit ist 

a = a = 72* 2' it"^ 
d =s 22 37 3.7 * 
ö s=z 22 2fi 23.4 

tind üherdiess 

c ^^ a6o.6 

^ 56oo " 

64.6 
g«— -X 
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und mit diesen Werthen von f g 'b findet man 
n = lö"* 35' i".5 

M=;i + m=975.8 

also , ' 

t = 2576 .2 + 1 i3o7.i 

oder für den Mittelpunct der Erde , äussere Berührung 

Anfang T — t = T — 2^ 25' 3i"Q = 7' 2q' 45" 1 
Ende T+t = T + 3'* 5i' 22"3 = i3 46 SgS 

Ist aber 

M=s;i — > m=s=9i8.6 

so ist 

t = 2575.2HP10191.1 

also (ur den Mittelpunct der Elrde , innere Berührung 

Anfang T — 2^ 6' SS^'q = 7*^48' 2i"i 
Ende T+ 3 32 46.5 =: i3 28 3.3 

Ist ferner , 

so ist 

t — 2575.2 4- 11734*5, 

also fiir die Oberfläche der Erde , erste und letzte äussere JBerüb- 
rung 

^Lnfang T — 2^ 32' 3g"3 =1 7^ 22' 57^7 
Ende T + 5 58 29.7 = i3 53 46.7 

Ist endlich ^ ... 

Ms=/i — m+ (p— .jr), 
so ist ' -• 

t =2575.2^:10623.4 

also für die Oberfläche der Erde, ^rste und leUte innere Beruh* 
rung 

Anfang Tr- 2^14' 8^2 =: 7^41' 8"8 
Ende. T+ 3 3958.6 = i3 35 i5,6 

Daraus folgt zugleich 

7^ 29' 45"! — 7^ 48' 21^1 = iSr 36''o 

für die Zeit, welche der Durchmesser der Venus braucht, in den 
Sonnenrand ein- oder auszutreten. Diese Zeit ist offenbar auch 
gleijch 

8 Sin n f r ■ >. I ^ 1 
' < V (V- + ™)' — (^' — 5)* Cos» n — v^ ^* — (d — S) ' Cos* bI 

fi. * x^ 



1 
• i 



322 

§. 3. 

Um die verschiedenen Umstände zu bestimmen , welche diese 
Erscheinungen fiir die verschiedenen Puncte der Oberfläche der 
Erde begleiten > kann man sich wieder der Methoden bedienen > 
welche wir oben bey den Sonnenfinsternissen vorgetragen haben. 
Da es aber hier eigentlich nur um die beste Auswahl dieser Orte 
zu thun ist y um aus den an ihnen angestellten Beobachtungen die 
Sonnenparallaxe am vortheilhaftesten abzuleiten > so können wir 
hier das folgende bequemere Verfahren anwenden. 

Man stelle einen Globus so , dass seine Polhöhe gleich der 
Declination der Sonne (hier -f- 22* 5o') werde, und führe Paris 
unter den fixen Meridian , und den Index des Stundenkreises auf 
i2\ Dann drehe man den Globus gegen Ost, bis der Index 7^ 25' 
durchlaufen hat (also auf 4^ 37'). 

' In dieser ersten Lage des Globus geht allen Orten, die 
in dem östlichen Theil des Horizonts liegen , die Sonne, eben un-^ 
ter, und denen in dem westlichen Horizont auf. Die unter dem 
fixen Meridian haben eben Mittag. Der fixe Horizont des Globus 
bezeichnet also alle die Orte , welche den Eintritt der Venus bey 
Sonnenuntergang , und alle die , welche 'deix Eintritt bey Sonnen- 
aufgang sehen ; die ersten liegen nämlich in dem Östlichen , die 
zweyten in dem westlichen Theile des Horizonts. 

Eigentlich sehen nicht alle in dem östlichen Theil des 
Horizonts den Eintritt bey Sonnenuntergang', sondern nur dieje- 
nigen, welche in dem Puncte dieses Horizonts wohnen , der in 
der Richtung der geraden Linie liegt, welche die Mittelpuncte 
der Venus und Sonne verbindet , da fiir diesen Punct allein , die 
Parallaxe die Venus in der kürzesten Richtung auf die Sonne 
bringt, während für die andern Puncte die Parallaxe in einer 
schiefen Richtung wirkt, also die Venus von der Sonne noch wei- 
ter entfernt erscheint. Wir werden weiter unten diese Puncte ge- 
nauer bestimmen. 

Jene , in dem östlichen Horizonte , sehen also bloss den Ein- 
tritt, und-sonst nichts von der ganzen Erscheinung; die in dem 
westlichen Horizonte aber sehen den Eintritt, und auch die dar- 
auffolgenden Phänomene. Die übrigen endlich, welche in der 
obern oder beleuchteten Hämisphäre wohnen, sehen entweder 
den ganzen Durchgang, oder doch einen Theil desselben , und 
zwar mehr oder weniger, je miehr oder weniger sie vom östli- 
chen Horizonte entfernt sind. 

Man drehe nun den Globus wieder zurück , so dass Paris 
wieder unter den fixen Meridian , oder der Index auf 12^ kömmt^ 
und bewege ihn dann östlich, bis der Index iS"" 54' gegen Ost 
durchläuft (also auf lo** §'). 
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In dieser zwey ten Lage des Globus bezeichnet wieder der 
Horizont alle Orte , die auf der östlichen Seite den Austritt biey 
Sonnenuntergang, und auf der westlichen Seite den Austritt bey 
Sonnenaufgang sehen« 

Kennt man diese beyden grössten Kreise , so wird man dar- 
aus leicht die vortheilhaftesten Beobachtungsorte zur Bestimmung 
der Sonnenparallaxe ablei.ten können. In der ersten Lage z. B. ist 
die südliche Spitze yon Kalifornien nahe unter dem üxen Meri- 
dian , und hat die Sonne nahe im Zenith. Dieser Ort wird also 
den Eintritt fast wie aus dem Mittelpuncte der Erde sehen. In 
der ^vy.eyten Lage ist ELalifornien noch über' dem östlichen Rand, 
aber uahedabey; dieSonnoist ihm also noch nicht untergegangen i 
es sieht also auch den Austritt, und folglich die ganze Dauer. Die 
Parallaxe war bey dem jEintritt Null , bey dem Austritte aber ist 
sie sehr gross, und die Dauer wird' durch sie ebenfalls vergrös- 
sert, da die Breite der Venus nördlich ist, also nördliche Orte 
der Erde die Venus tiefer unten oder näher bey dem Mittelpunc- 
te: der SpiiQje sehen. -^ Die Hudsonsbay sieht ebenfalls die ganze 
Dauer , und auch hier wird die Dauer durch die Parallaxe ver- 
mehrt. Der Peterpaulshafen in JLaftitschatka sieht den Eintritt bey 
seinem Möi*gen, und den Austritt in seinem Mittag. Überhaupt, 
je nördlicher der Beobachtungsort ist, desto mehr wird die Dauer 
des Vorüberganges vergrössert. Das nördliche Schweden und Nor- 
wegen sieht den Eintritt Abends , und den Austritt am folgenden 
Morgen. 

In der südlighen fiämisph'äre wird im Gegentheile die Dauer 
durch die Parallaxe vermindert. Süd-Amerika sieht den Anfang , 
aber nicht das Ende , und Afrika sieht weder Anfang noch Ende. 
London , Paris . . sieht den Anfang bey Sonnenuntergang , aber 
das Ende gar nicht. Petersburg* sieht das Ende bqy Sonnenauf- 
gang , aber den Anfang nicht. 

Wollte man diese Untersuchungen genauer anstellen, so 
würde man sich , wie schon erinnert wurde , der Methode be- 
dienen , welche wir §. lo u. f. gegeben haben. Für unsern Zweck 
ist besonders die Aufgabe brauchbar, welche wir §. i2 aufgelöst 
haben. 

Sucht man nämlich die Orte, welche den Anfang und das 
Ende unter allen zuerst und zuletzt sehen , so ist, da diese Orte 
die Sonne eben auf- oder untergehen sehen , in jener Projections- 
tafel die Entfernung der Mittelpuncte der Venus und' der Sonne 

M == /* + m' -f* (p — ft) 

für die Orte , welche den Eintritt zuerst , und d^n Austritt zu« 
letzt sehen , das untere Zeichen für die inneren Berührungen ; und 
dien so 

M53i/A + in' — (p— *) : 
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für die Orte , welche den Eintriu zaleUt^ und den Austritt 
zuerst sehen. 

Ist nun« wie dort, p' das Loth vom Mittelpuncte der Sonne 
auf die Vemisbahn , und n die Neigung der Yenusbahn gegen den 
Äquator, so ist 

Sin h « El^^ili . 

M 

j = M Cos (h + n) 
z = M Sin (h + n) 

und aus y oder z wird man die Pariser Zeit finden, wann diese 
vier Erscheinungen Statt haben. Um nun noch die Polhöhe 9 und 
den Stunden Winkel s dieser Orte zu finden » hat man, wenn b die 
Declination der Sonne bezeichnet , 

Sin 9 ^ Cos b Sin (h -4- n) 
• Cos s = — - tg d tg 9 

und aus s nnd der vorhin gefundenen Pariser Zeit vrird man die 
Länge \ des Ortes ableiten. 

■ 

Aus den oben gegebenen Elementen des Durchgangs von 1769 
findet man 

wah. Par. Z. a $ d $ 

8"» ... 72» 5' 47''3 .\ 22*38'54" 
11^ ... 72 o 57.8 . , 22 56 i5 
14"^ ... 71 Ö6 8.S .. 22 35 5s 

71- 57' 40" .• 22-25'5o* 
72 5 28 22 26 42 

72 i5 II 22 27 55 

und daraus findet man die Coordinaten y z durch die einfachen 
Ausdrücke 

y = (a — a) Cos d 

z = d — d 

Han erhält nämlich 

Vvah.Par.Z. y z 

ö^ ... + 444. s + 764.5 

ii"* -— 260.0 -j- 670.4 

14' — 944.5 + 376.4 

Daraus findet man p' und n durch 



tg n = 



7/ 



und 

p' = at — y tg tt 

aIso 



p' = 640.3 
Nun ist aber 

ßt =s 947 • 2 f m' =s 28 . 6 9 

6 = 22* 27', p — ir = 2i''.6 

I, Sey daher 

M =: ;i + m' + (p — ir) 
so ist 

h = 58» 11' 3o" 

7 = 589 
z c= 80Ö 

also Anfang 7^* 22' Par. Zeit 

9 = + 48*» iV 
s=' ji7'33' = 7^5o' 

7 22 
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östl. Länge von Paris X = o^ 28' 
fiir den Ort A, der der Eintritt zuerst bey Sonnenuntergang steht, 
h = i4i" 48' 3o" 

z = 383. o 
Ende sss iS'' 54' 

' 9 =s ,20o 47' 

S =3 260» 69' . , 

X =z S^ 10' 

für den Ort B > der den Austritt zuletzt bey Sonnenaufgang sieht. 

Dieselben Zeiten haben wir schon oben §. 18 auf andern 
Wegen gefunden. 

n. Sey ferner 

'M = /i + m' — (p — ir) •= 954. « 
so ist 

h = 40^ 16' • 

y = 535.4 

Z; = 789.0 

Paris. Zeit = 7^ 56' 

h = 139"' 44' 

y = — 867 . t 

z = 398.2 
Paris. Zeit = i3^ 4o' 



i 
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und was die Länge und Breite dieser Orte betrifTl, so sind sie 
den in I. gefundenen offenbar sehr nahe entgegengesetzt, also 

9 = — 48' i4' südlich 



X = 



12^ 2Ö' 



ftir den Ort a, der den Eintritt zuletzt bey Sonnenaufgang sieht. 

9 = — 20- 47' 
X = i5^ 5o' 

für den Ort b , der den Austritt zuerst bey Sonnenuntergang sieht. 

Um dieselben Orte einfacher durch den Globus zu finden , so 
nehme man in seiner ersten Lage vom Äquator auf der 
östlichen Seite gegen Nord den Bogen 

h 4- n =5 53* 48* 
wo 

(h=38"iO ^ 

und man hat den Ort A , dessen Polhohe 

9 = 4»** i4' 
uad. L'änge. .,.,-. 

^ 

ist. Ihm gegenijber liegt der Ort a. Nimmt man eben so in der 
z w e y t e n Lage des Globus auf der östlichen Seite , ^om Äqua- 
tor gegen Nord den Bogen 

h+n = ibf 25', - 
wo 

h =s 141"* 18' 

so erhält man den Ort B , und der ihm gegenüberliegende ist der 
Ort b. 

. Die Orte A und a liegen nämlich in der'Richtung der Linie, 
welche die Mittelpuncte der Sonne und der Venus verbindet.. Da 
bey den Puncten A, a vom Eintritte die Redeist, so Hegt Venus 
östlich von der Sonne, der Punct A liegt ebenfalls östlich von der 
Sonne, der Punct a aber westlich. Die Parallaxe bringt also für 
A die Ventis auf dem kürzesten Weg zur Sonne hin, upd.lur 
a von der Sonne weg. Für alle anderen Orte neben A und a 
wirkt die Parallaxe in einer schiefen Richtung. Da nun die Puncte 
A und a in einem Durchmesser der Erde liegen , und von dem 
Eintritte in A bis zu dem Eintritte in a eine Zeit von t Minuten 
verflossen ist, hier ist t = i4% so kann man diesen Durchmes- 
ser in eben so viel gleiche Theile theilen , als t Minuten hat. Zieht 
man dann durch den 1.^ 2., 3ten Theitungsstrich eine Sehne senk- 
recht auf A a , so werden alle Puncte des Kreises , zu dem die 
Sehne als Durchmesser gehört, gleich weit von'dem Mittelpuncte 
der Venus entfernt seyn , und daher , iwenn sie anders in der er- 
leuchteten Hamisphäre liegen , den Eintritt 
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Minuten später sehen, als A, welcher letzte Ponct den Eintritt 
unter allen Puncten der Erde zuerst, so wie a zuletzt sieht Von 
allen diesen Kreisen ist A als der Pol zu betrachten., und wenn 
X der Bogen ist, um welchen dieser Pol A von seinem Kreise 
absteht, so ist, wie man leicht sieht, 



Cos X = 1 -r- 



it 



Beschreibt man also aus A als Pol in der Entfernung von A, 
die- gleich X ist, einen Kreis, so liegen in diesem Kreise alle die 
Orte, die den Eintritt um x Minuten später sehen , als A. 

Ebenso kann man für den Punct B verfahren, wo man dann 
einen Kreis erhält, der alle Puncte der Oberfläche der Erde be- 
greift , die den Austritt um x Minuten früher sehen , als B. 

Solcher Kreise kann man auf dem Globus so viele ziehen 
als t Minuten hat , auch kann man diese Kreise von dem Globus 
auf ein Planisphär übertragen. Gesetzt , durch einen gegebenen 
Ort tler Erde geht einer der ersten Kreise , zu dem x = 8 gehört, 
so sieht dieser Ort den Eintritt um 8' später als A , oder um 

^7'' 22' + 8' = 7^ 3o', 

und wetin durch denselben Ort einer der zweyten Kreise geht, zu 
dem X = 4 gehört, so sieht er den Austritt um 4' früher, als B t 
oder um 

i3^ 54' — 4 = i3^ 5o. 

Die Dauer des ganzen Durchgangs ist also für ihn 

6'' 20', 

oder 3 Minuten grösser , als für den Mittelpunct der Erde » wo 
er nach den vorhergehenden 

6* i6' 54''2 

ist. Auf diese Art kann man leicht alle Orte finden , welche eine 
gegebene , oder auch eine grösste und kleinste Dauer haben. In 
unserm Beyspiele ist 

t = i4' 

also gibt 

X =s o 5 7 ' 11 

X = ©• o' 55^ lo' 90** o' 124" 6o' ü. s. w. 

Vergleiche Berl. Jahrb. i8o3. p. i39 und 1604. p. iS3» 

Wir wollen nun sehen, wie man aus diesen Beobachtungen 
die Sönnenparallaxe ableiten könne. 
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Sey T die Ortszeit der Beobachtung , t die Differenz der 
Meridiane 9 also.T-— t die Pariser Zeit der Beobachtung. Für 
diese Zeit suche man die wahre Rectascension und Deciination 
a d der Yenüs, mit ihren stündlichen Änderungen d*a, d d , dem , 
Halbmesser m , und der Horizontalparallaxe p. Für die Sonne 
seyen diese Grössen 

a 6 ßi fc^ 

Ist nun s der Stundenwinkel der Sonne , so ist ^ -' 

die scheinb. Rect. £ = a — p . ^ ^. 

^ Co« 8 . 

scheinb. DecK . f =s d — ^ p (Sin f Cos 6 — > Cos 9 Sin d Cos s) 
Ist also ^ e* 

^ Cos O SlD 8 

D =s ■ V ■ ' 

Cos 8 
C = Sin <p Cos 6 -— Cos 9 Sin ö Cos«s , 
so ist für jene Zeit 

T — t 

die Differenz der scheinb. Rectäsc. = a -— a — Bq 
• . • scheinb, Declin* s= d *-r d — Gq 

wo der Kürze wegen 

q = P — * 
ist. 

Fierner ist die relat. Bewegung in einer Secunde 

• *k . * /> stündL Bew. 9 — stöndl. Bew. fT) in Rect. 

m Rectascension f = ,,•-•' 

3600 

•rx 1. ^. stündl. Bew. ? — stundl. Bew. ^ioDecl« 

in Deciination^ g = - . • 

36oo 
und man wird abkürzend diese wahren Bewegungen (lir die 
scheinbaren brauchen können. Will man daraus die scheinbaren 
ableiten , so wird man zu f hinzusetzen 

, v Coft© Cos 11 

— (0.0000719) q . - / . — . 

Cos , 

und zu g hinzusetzen 

— (o . 00007 1 9) q . Cos 9 iSin ö Sin s. 

Es sey nun 
da 

•der Fehler des tabellarischen a , so dass das wahre 

a gleich a -|- d a ^ 

ist , und eben so seyen 

^ dd, d/i| dm, dt 

die Fehler der oben angenommenen Grössep 
4 m >i t> 
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wo alle diese Grössen zu klein sind, wenn 

. d d, dm • . • « 

positiv ist ) so hat man , 

(a—a— Bq + da— fdtyCos'6 + Cd— 6 — Cq+dd— gdt)* 
= [0* + d^) ± (m + dm)]' 
das o her e Zeicbeti^ dir die äussere Berührung der Ränder. 
Setzt man der Kürze wegen 

(a~a)'Cos" d+ (d-d)'= A' 
oder 

d-J 

tg OD =S . 

^a — a) Cos J * 

^ / V Cos 5 d — 8 

Cus tt Sin u 

und entwickelt man die vorhergehende Gleichung > indem man 
die zweyten und h^hern Potenzen von 

da, d t) q . • • ' 

weglässt , so hat man , wenn 

D= ^ + m 
ist, 

A' — D' 

2 A 

( 

,= dt (f Cos CO Cos « + g Sin ä)) + 9(B Coso Cos« + C Sin <») 

— - da . Cos 0» Cos d — dd.Sina> + (d/i+dm)._ . . (A) 

das obere Zeichen für die äusseren Berührungen. 

Diess ist die gesuchte Bedingungsgleichung, in welcher 

q, da, dd, d^, dm 

fiir alle Beobachtungen constant , d t aber fiir jeden Beol^achtungs- 
ort veränderlich ist. Man braucht also wenigstens zwey Beobach- 
tungen desselben Ortes , um dt zu eliminiren. Besser ist es , da 
der Factor von dt sehr klein ist , die geographische Länge des 
Ortes anders woher, z. B. durch Sternbedeckungen vorher genau 
zu bestimmen , und dann 

dt = o 
zu setzen. 

Aus der so gegebenen Anzahl dieser Gleichungen wird man 
durch die bekannten Methoden die wahrscheinlichsten Werthe von 

da,dd.. 
und von q finden. 
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Hat man die Ekliptik statt des Äquator^ gewählt ^ so ist a« « 
die Länge 9 d, ö die Breite der Venus und der Sonne , also d ss o 9 
und wenn X ß die Länge und Breite des Zeniths ist, 

B s Cos ß Sin (X-^a) 

C = Sin ß 

§. 5. 

Man kann aber auch die beobachteten Berührungen durch 
Rechnung auf diejenigen , welche man aus detn Mittelpuncte der 
£rde beobachtet hat , d* h. auf die geocentrischen Berührungen 
bringen. 

Sey 5 die Pariser Zeit der geocentrischen Erscheinung ^ z. B. 
des äussern. Eintritts , wie er oben §• lÖ. fiir den Mittelpunct der 
JErde gefunden wurde. Sey ferner 

5 + d5 

die Pariser Zeit desselben äussern Eintritts, wie er von einem ge- 
gebenen Orte der Oberfläche dtfr Erde gesehen wird. 

Für diese Zeit S suche man a—- a und d — 6, und 

tg a> = ■ , . . 

(a — a) CosS 

Um dann d S zu finden , darf man , wie man leicht sieht , in 
der Gleichung (A) des vorhergehenden §. nur 

D = Aund dt = d» 

setzen , so dass man hat 

— q (B Cos u Cos $.4- C Sin q) + da Cos a Cos ) 4- dd Sin » — dfiZj! dm 

f Cos u Cos S + g bin » 
oder kürzer 

dSss— -q.(BP + GQ) + da.P 

+ dd.Q — (d^+dm). Q . . . (A) 

Sinti 



wo 



und 



p ^^ Cos« CosJ 



Q = 



f Cos u Cos S + g Sin is 
Sin » 



f Cos e« Cos S + g Sin » 

und wo das obere Zeichen für die äusseren Berührui:igen ge- 
hört 
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Ist also 1 wie vorhiii, T die Ortszeit dieser Beobachtung, 1 
die hypothetische Differenz der Meridiane , und endlich B- diePa« 
riser Zeit für dieselbe Erscheinung , wie sie aus dem Mittelpuiicte 
der Erde gesehen wird , so ist 

d»^ T — t — 5, 
und man hat, z. B. fiir die erste äussere Berührung 
T = t — d — q (B P + C Q) + d a . P 

+ dd,.Q-<d;*±dm) Jl- ... (0 

und eben so (lir die letzte äussere Berührung an demselben Orte, 
wenn man dje hieher gehörenden Grössen mit einem obern Strich 
bezeichnet 

T^=:t— 5— q(B^P' + C'Q) + da.P' 

« 

+ dd . Q'— (d^± d m) -21- ... (2) 

Sin w' 

Jede dieser zwey Gleichungen ist schon eine Bedingungsglei« 
^ chung , aber sie setzt nebst den Grössen 

d a^ d d . . • 

* auch die Differenz t der Meridiane als bekannt voraus. Die Diffe- 
renz beyder Gleichungen aber • 

. T'--T = » — ;^ + q{BPH-CQ — B'P'— CQ^+daCF— P) 
dd (Q'_Q) + (d^+dm) . (^ Q - ^S ... (I) 

ist von der Kenntniss der Meridiandifferenz t unabhängig. 

Behandelt man aber eben so dieselben b^yden Erscheinung' 
gen , wie sie aus den Beobachtungen eines andern Ortes folgen , 
so erhält man (lir die erste äussere Berührung 

T, = t,— »-^qCB.P + Cm + da.P 



T, = t,~»-^q(B,P + CO)-|-d 
+ dd,Q — (d/i+dm) _2_ ... 



(3) 

. oino». 

und fiir die letzte^äussere Berährnng^ 

T',«=t;-^*'^q(B',P'-|-C'Q')-!-da.F ' 

-f-d d . Q'-(d;.+ din) -^ . . : (4) 

Sin m' 

da die Grössen P^ Q fiir denselben Ein- oder Austritt an al- 
len Orteji der Erde dieselben bleiben. Die Differenz der Gleichun- 
gen (3) und (4) gibt wieder 

T^— T = S — S+q(B^P + C,Q — B'^P'— a,Q')+da(P'— P) 

+ dd(Q'-Q) + Cd/*±dm) (^ -^) ,.. (II) 

N , V»^n » bm w y i 
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und da die Gleichuagen (I) und (TL) dieselben Factoreh von 

5 — 5% da, dd 
und 

d/i + d m 

haben , so ist ihre Differenz voh allen diesen GrSssen unabhUn^ 
gig , und daher zur Bestimmung der einzigen noch übrigen unbe- 
kannten Grösse ,q sehr geschickt. Diese Differei^z der Gleichun- 
gen (I , II) ist aber 

In unserm Beyspiele war zur Zeit 

10^ i5' a" 
der Conjunction die gßocentrische Länge der Venus und der Sonne 

73» 27' 31" 
und die geocentrische Breite der Venus 

+ 623".5 

Überdiess hat man nach §• 2 Iiir die relative Bewegung in 
Länge und Breite 

f =5 — 9^*4 -— 143. ft ^ — «37'9 
5600 ^ 5600 

3600 
Es wurde aber beobachtet 

in Cajaneburg, in Schweden 

Erste innere Berühr. . . . T = 9* 2o' 46'* wah. Zeit 

Letzte äussere T' ss 16 32 26 

Hypoth. Länge von Paris 1^ ^i* 39" östlich 

in Tahiti 

T, = 21^44' r 

T' = 27 32 8 

Länge 10* f 22" westlich 

Nach dem Vorhergehenden ist aber die Pariser Zeit der geoc. 
ersten inneren Berührung 

5 = 7* 48* 21".! 

und der geocentrischen letzten äusseren Berührung 

5' =: i3* 46' 39^.3 

Es ist daher für den Eintritt 

(a — ft) Cosb = 582" Differenz der Länge 

d — i = b2b"5+87.3 = 7io.8 Diff. der Breite 
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P =5—12.79 
Q t=— 1&.62 

und eben so iur den Austritt 

— 83Q.4 

4. 625.5 — 125.9 SÄ 497.6 
a>' SS — 3o** 40' 
P' = — 16. 6i 

Q' = + 9.85 
Weiter hat man für Gajaneburg , Polhöhe 
9 ;== 64* tV 



Eintritt 



Austritt 



X = i58* 38' 
ß = 66« 35' 
B = 0.3961 

C 5= 0.917*» 



X = 7" o 

ß' r= 75 l5 

B' = ~ 0.2337 
C = 0.9670 

und für Tahiti 

? = — »?• 29' 



Eintritt 



Austritt 



1 » 



X = 290 9' 

ß = — 3o 3i 

B^ = — 0.6007 

C, SS — 0.5078 

V = 132» 44 

ß' ==p _ 35 45 
B' » 0.6966 

c' ?= — 0.5845 



Es ist daher 

P (B — B ) = 12.74Q» 
Q (c' — C) =s 22.2647 
F (B' — B/) =a i5.452ä 
Q' (C — C/) « i5.28o3 
und 

Die Di^Terenz der GieichttngeQ 1 * 5 gibt 



! 
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und die der 2 , 4 gibt 

q = __!2Z_ = 88. o 

und die Differenz dieser bcyden Werlhe vOn q zeigt, dass die 
geographischen Längen eines oder beyder BeobachtuQgsorte nicht 
genau richtig angenommen wurde. Unabhängig von dieser An- 
nahme gibt die Gleichung III. 

q=. SS 21.D4 

65.7464 

und dieser Werth von q stimmt auch mit dem Mittel aus den 
beyden vorhergehenden überein. 

Hat man so 

q == p — - ir = 2|v54 

gefunden , so wird man daraus leicht dea Werth von x ableiten, 

da man das Yerhältniss der Grössen .— bereit« kennt. Es ist 

P 
nähmlich 



also da 
ist 

also da 
war. 



n Di»t. 9 ;«; _ 
p "" Dist.0a 

r 

a = o.;^84647 



fC =: 



1 — 



• q = (0.59791) q 



q == 21.54 
X = 8".56 



Wir haben oben gesehen , dass der Durchmesser der Yenus 
oder 57" eine Zeit von 19 Minuten braucht, in den Rand der 
Sonne einzutreten 9 so dass also jede Raumsecunde 2o Zeitsecun- 
den zum Ein- oder Austritt braucht, oder dass jede Raumse- 
cunde, die man in dem Halbmesser fehlerhaft angenommen hat, 
die Dauer schon in 2o Zeitsecunden verändert , daher ^naa di« 
Werthe youßi und m mit grosser Schärfe haben. üiu^s. 



» iw -N 



Das Vorhergehende zeigt zugleich, dass diese Ersehet nuag^ii 
ein sicheres Mittel geben ^die^ Fehler^ der Tafeln in Länge und 
Breite, oder in Rectascension und. Declination zu bestimmen. 
Yorzüglich geschickt »itid sie zur genauen Bestimmung der Länge 
des Knotens der Yenusbahn mijt ^er Ekliptik. Uat^man nähmlich 
die Werthe der Grösse d a , d d aus den .vorhei^eb enden Bedin- 
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gungsgl^ichungen entwickelt ^ so findet maa für jede Zeit einer 
Beobachtung die wahre geocentrische Länge und Breite der Ve- 
nus« und kann daher die Zeit T der Gonjuncticn^ und die Länge 
S der Sonne und der Venus , so wie die geocentrische Breite ß 
der Venus in der Conjunction genau berechnen. Ist nun , wie 
zuvor , 

^ ^ Dist. g S 



DMt.0i 

und b die heliocentrische Breite der Venu$ in der Gonjunctioo f 
so ist • 

tg b == ÜLP . 

Heisst dann N die Neigung der Venusbahn gegen die Eklip- 
tik , und X die Differenz der hei. Länge der Venus und d«rr Län^e 
des Knotens f so ist 

Sin X :t= , J£i ;^ -^gP— 

tgN (i--a)tgN 

nnd die Länge des Knotens ist 

180 + S + x 

das uatere Zeichen, wenn die Conjunction nach dfm Durch* 
gange' der Venus durch den XLnoten Statt hatte. 



immmmi 



ACHTES KAPITEL, 

Verfertiguag der £r«l- und H immeiskarten, d«r Sonnen» 

ttlirenttnd'der&.alende^« 



Uie Methoden , einzelne Theile .der Oberfläche der Erde oder 
auch die ganze Oberfläche derselben auf einer Ebene zu verzeich- 
nen 9 sind so verschieden , als die Absichten , Welche man dadurch 
zu erreichen sucht. . 

Yoq eini^m ^gebenen Standpunct des Auges werde nach 
dem Mittelpunct de;r kugelförn^igea Oberfläche der Erde eiiie ge- 
rade Linie gezogen , und auf diese gerade Linie eine Ebene senk- 
recht gestellt 9 so werden alle Linien von dem A^l^e nach den ver- 
schiedenen Puncten der Oberfläche der Erde jene Ebene in Fun c- 
ten schneiden > welche die P r o je c t i o n e n jener Puncte der Erde 
heissen. Diese Projectionen sind nach den verschiedenen Stand- 
puncten des Auges verschieden. 

Denkt man sich das Auge in einer unendlichen Entfernung 
von der Erde , so werden alle Linien von dem Auge nach den 
verschiedenen Puncten der Erde unter einander parallel seyn , und 
auf der Ebene der Projection senkrecht stehen. Das Bild der 
Oberfläche der Erde , welches dadurch auf der Projectionsebene 
entsteht , heisst die orthographische Projection der 
Erde. So ist z. B. die orthogi^phische Projection einer geraden 
Linie a , welche gegen jene Ebene um den Winkel n geneigt ist ^ 
gleich a Cos n , und die Projection eines Kreisi^s , des HalbmeS'- 
sers r und der Neigung n, ist eine Ellipse , deren halbe Axen r und 
r Cos n sind. Um eben so die orthographische Projection der 
Halbkugel der Erde oder des Himmels z. B. auf die Ebene des 
Äquators zu erhalten , wo das Auge in der Richtung der Weltaxe 
in einer unendlichen Entfernung gedacht wird , verzeichnet man 
auf irgend einer Ebene, welche die des Äquator^ vorstellt, einen 
Kreis, dessen Halbmesser jener des Äquators und gleich der Ein- 
heit seyn soll , und theilt die Peripherie desselben von iiinf zu 
fünf, oder von zehn zu zehn Graden ein. Die Durchmesser die- 
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ses Kreises werden die Projectionen der Meridiane,; der Mittel- 
panct des Kreises wird die Projection des Poles , und jeder mit 
dem Äquator concentrische Kreis wird die Projection eines der 
Parallelkreise^^der Erde seyn. Ist 6 der Abstand dieses Paraliei- 
kreises vom Äquator , so wird der Halbmesser seiner Projection 
gleich'^Gos d seyn. Die Projection der Ekliptik endlich wird eine 
Ellipse seyn, deren grosse Axe durch diePuncte o*^ und i8o<* des 
Äquators geht, und gleich 2 und deren kleine Axe gleich 

2 Cos 23<» 28' 

ist. 

> 

Um eben so die orthographische Projection der Halbkugel auf 
die Ebene des Colurs der Solstitien zu erhalten, werden, da 
dieser Colur durch die Pole des Äquators und der Ekliptik geht > 
die Projectionen des Äquators und der Ekliptik, so wie aller, je* 
ner beyden parallelen Kreise , als gerade Linien erscheinen. Der 
Mittelpunct des die ganze Projection der Halbkugel einschliessen« 
den Kreises , d^sen Halbmesser die Einheit seyn soll , wird die 
Projection des Äquinoctialpunctes seyn. Jeder l)ecIinationskreis , 
dessen Rectascension a , so wie jeder Breitenkreis , dessen Länge 
\ ist, wird endlich in der Projection als eine EIHpsc dargestellt 
werden , von welcher die beyden halben Axen bey jenen 

1 und Sin a 

und bey diesen 

> 1 und Sin X 

sind* 

s 

In der orthographischen Projection der Hämisphäre auf die 
Ebene des Meridians endlich werden der Äquator und seine Pa- 
' rallelkreise gerade Linien , jeder Stundenkreis aber , dessen Stun- 
denwinkel s ist , eine Ellipse seyn , deren halbe Axe 

1 un,d Cos s 

isL Alles diess ist zu einfach , um einet weitern Erklärung zu 
bedürfen. ' 

§. 2. 

Nimmt man aber den Standpunct des Auges auf der Ober- 
fläche der Erde, dem zu entwerfenden Lande gegenüber, so er-^ 
hält man auf der Ebene ^ vy^elche senkrecht auf der Linie vom 
Augenach dem Mittelpuncte der Kugel steht, die stereogra- 
phische Projection. Gewöhnlich lässt man jene Ebene 
durch den Mittelpunct der Erde gehen; 

Es sey (Fig. lo) A^BO der grösste Kreis der Kugel, wel- 
cher durch den Durchschnitt der Kugel mit einer Ebene entsteht, 
die durch d^s Auge O und den Mittelpunct C der Kugel geht. 
Sey A B die Durchschnittslüiie der Ebene dieses Kreises mit der 
II. Y 
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< I 

' Ebene der Projektion, und M eio gegebener Punct der Ober- | 

fläche der Kugel. Han suche den Ort der Projecüon dieses Punc-* i 

tes M. • 

Sclineidet die Linie M O die, Ebene der Projection in m, sa 
ist m die Projection von M. Man ziehe von m auf A B die senk* 
rechte Linie 

inq=y 
und nenne 

Cq=x, 
so sind 

xy 

die gesuchten Goordinaten des Punctes m. 

, Sey P ein seiner Lage nach gegebener Punct jenes grSfstea 
Kreises, und 

- PZ =a 
PM^ß 
ZPM = y , 

gegeben. Man suche 

Z M = f 
und 

P Z M = f . 

In dem sphärischen Dreyecke 

P Z P 

ist 

Cos 9 = Cos a Cos ß -{- Sin » Sin ß Cos y 

Sin 9 Sin -^ == Sin ß Sin f 
und' 

S;nyr.n.^^ Cos ß - Co» g Cos y 

bin a 
das heisst 

= Cos ß Sin £t — Sin ß Cos «c Cos y 

Ist aber der Halbmesser der Kugel die Einheit , so ist 

Cm = tgi 9 . . 
und 

BCm = PZMs=^, 

also ist in dem rechtwinklichten Dreyecke C q m 

^ = — tg|^ f Cos «^ 
und 

y=*tg7?Sinf , 

oder 



und 



^^^ Sin f Co8 ^ 
Sin o Sin Tb 
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1 + Cos f 

Substituiri man, in diesen AüsdrUcken die vorhergehenden 
Wcrthe von 9 und f ^ so erhält man 

■ Cos a Sin ß Cos 7 — Sin a Cos ß 

_ Siq^p Sin -y l K^^f 

1 + Cos a Cos ß + Sin a Sin ß Cos 7J 

Auch kann man den Ort der Projection m durch Pblarcoor-^ 
dinaten bestimmen. Ist nämlich p die Projection des Puncts P und 



so ist 



also 



und 



pm=r,qpm =v 



2 



/=("+*« ö'^y- 



tgVÄ 



X + tg _ 

Ä 

Substituirt maii in diesen Ausdrücken die vorhergehendem 
Werthe von x und y, so erhält man. 

1 /. I — Cos 3 

« \f ^ — , L 

' Y I + Cos «Cos p 4- Sin dt Sin ß Cos 7 



Cos 1 

2 



P 



tg v = 



Cotg !L Sin y 

2 



tg-+Cotg? Cosy 



2 



O 



(B) 



Die Gleichungen (A) oder (B) enthalten die ganze Theorie 
der stereographischen Projection. 

I. Verändert der Piinct M seine Lage gegen P so, dass ß 
constant bleibt, während y sich ändert, so beschreibt M einen 
Kreis auf der Oberfläche der Kugel, dessen Pol P ist. Um die 
Gleichung der Projection dieses Kreises zu finden , elimjnire maa 
die Grösse 7 aus den Gleichungen (A), wodurch man erhält 

Y a 



S4o 

\^ Cot a -H Cot ßj \Qo» a + Co« ß/ 

Diese Projection ist also wieder eii^ Kreis , dessen Halbmes-^ 



ser 

Sinß 



VCos a -H Cm py 



ist , und die Goordinaten seines Mittelpttnctt ^ Welcher in der Axe 
AB der x liegt , sind 

und 



Cot a -h Cos fi 
iär 

ist 

und 

X r= Cp = — tg !. 

2 

die Goordinaten der Projection p des Panctes P. 

Für 

y = O 

ist 

y SS O 

und 

» ß— a 
x=tg£ 

a 
ür die Projection des Bogens ABZ. auf der Linie A B. 

II. Verändert aber der Punct M seine. Lage gegen I^ so^ 
dass )> constant bleibt 9 während ß sich ändert, so beschreibt der 
Punct M einen Kreis auf der Oberfläche der Kugel , des^n Ebene 
gegen die Ebene des Kreises AZB um den Winkel )? zu geneigt 
ist. Um die Gleichung der Projection dieses Kreises zu foiden^ 
eliminire man ß aus den Gleichungen (A) 9 wodurch man erhält 

(y + ±IL2) + (x-Cot«-r,= — -^— 
\ Sin a J Sm* a Sm* y 

Die Projection ist also wieder ein Kreis, dessen Halbmesser 



R = 



»m a bin ■/ 

ist, und dessen Mittelpunct die Goordinaten hat 

x's= Gotg« 

und , 



S4i 



Siaa 



m. Sey z die Distanz zweyer Orte 

Ituf der Oberfläche der Kugel, und z' die Distanz der Projectio-^ 
iKen a, b jener Orte« Um zu sehen , wie z' von z abhängt, sey die 
Distanz eines gegebenen Pulictes P der Oberfläche der Kugel 
von jenen beyden Orten , 

PA=:X, 

PB = y, 

und die Distanz der Projection p des Punctes P von jenen bey« 
den Projectionen 

p b = /. 
Da die drey Punete . ^ 

P,A,B 
ein sphärisches , die drey Punete 

p, a, b 

aber ein ebenes Dreyeck bilden , und in beyden Dreyecken die 
Winkel an B und p einander offenbar gleich sind , so hat man 9 
wenn dieser Winkel m heisst , in dem sphärischen t)reyecke 

Cos z == Cos X Cos y -f* Sin X Sin y Cos m 

und in dem ebeoien Dreyecke 

z" = x" + /• ~ 2 x' y' Cos m 

Eliminirt man Cos m aus diesen beyden Gleichungen , und 
bemerkt man , dass man hat 

x' = tgix 
und 

y = ^ T y 

so eriiält man nach einigen leichten Reductionen 

. , Sin h % 



Cos|^ ^o*iy 



$.9. 



Aus der Vorhergehenden wird man sich ohne Mühe fol- 
gende Verzeichnungen erklären. 

Für die stereographische Polarprojection steht das Auge im 
Pole des Äquators; die Projectionsebene ist der Äquator selbst 
Man beschreibe einen Kreis 9 den Äquator, und theile die Peri- 
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pherie desselben in Grade ein. Die Halb^nesseiMÜeses Kreises sind 
die Projectionen der Meridiane (weil'§. 2. II. a = o, also R un- 
endlich ist) , und der Mittelpunct jenes Kreises ist die Projection 
des dem Auge gegenüber stehenden Poles* Die Parallel kreise des 
Äquators sind andere, dem ersteh parallelen Kreise , deren Halb- 
messer tg ~ ß ist 5 wenn ß der Abstand des Parallelkreises vom 
Pole ist (weil §. 2. 1. a = o, also x' = o und R = tg -^ /8 ist). 

Für die stereographische Äquatorialprojection steht das 
Auge im Äquator gewöhnlich in dem Puncte desselben , dessen 
geographische Länge 

^ 90 oder 270° 

ist. Die Projectionsebene ist dann die des ersten Meridians. Die- 
ser erste Meridian werde durch einen Kreis vorgestellt. Zwey auf 
einander senkrechte Durchmesser stellen einer den Äquator > und 
der andere die Axe des Äquators vor; die beyden Endpuncte des 
letztern Durchmessers sind die Projectionen der beyden Pole* 
Um die Projection des Parallelkreises zu verzeichnen , dessen Ab- 
stand vom Pol ß ist y nehme man auf dem zweyten verlängerten 
Durchmesser vom Mittelpuncte aus eine Linie 



Cosß 

• "' 

^o ist der andere Endpunct dieser Linie der Mittelpunct des Krei* 
ses, der Projection jenes Parallelkreises 9 und der Halbmesser desr 
selben ist 

R = tang p 

wie aus §* 2. I. folgt 9 wenn 

ist. Um den Meridian zu verzeichnen 9 dessen Abstand vom Auge 
y Grade ist, nehme man auf, dem verlängerten ersten Durchmes- 
ser vom Mittelpuncte ai(s eine Linie 

f — Cotg y 

so ist der andere Endpunct dieser Linie der Mittelpunct des Krei- 
ses, der Projection j^nes Meridians ,' und der Halbmesser dessel- 
ben ist - 

R := • -.^m- 

Sin y 

% 

wie aus §. 2. II. folgt , wenn • 

»St. , 

Andere Projectionen s. m. in J. T. Mayers Anweisung zur 
Verfertigung der Land- > See- und HimmelsKarten. IIL Ausgabe. 
Erlangen ißi5. • ■ ' 
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Die vorhergehenden perspecti vischen Projectioden haben den 
Nachtheil, dass nur derjenige Theil der Oberfläche der Erde, 
welcher dem Auge gegenüber liegt, in der Karte dem Originale 
getreu abgebildet wird, während die seitwärts liegenden Theile 
immer mehr und mehr von ihrem Urbilde auf der Kugel abwei- 
chen. Wir wollen daher noch einige andere Verzeichnungen ge- 
ben , durch welche alle Theile eines gegebenen Stückes der Ober- 
fläche der Erde so viel möglich mit gleicher Genauigkeit darge- 
stellt werden,' ohne dabey auf einen besondern Standpunct des 

Auges Rücksicht zu nehmen. 

■ 

- I. Das einfachste wäre, die Meridiane und Parallelkretse alle 
durch gerade , auf «;inander senkrechte und von einander gleich 
weit entfernte Linien vorzustellen. Da aber die Grade der Paral- 
lelen denen der Meridiane nfcht gleich sind, sondern wie der Co- 
sinus der geographischen Breite abnehmen , so ist klar , dass auf 
diese Weise ein auch nur kleines Stück der Oberfläche der Erde 
nicht mehr richtig abg^ebildet werden kann; die Unrichtigkeiten 
dieser Zeichnung werden desto grösser seyn , je näher das Land, 
bey den Polen liegt, und je mehr es Ausdehnung in der Länge 
hat. Zu den Vortheilen dieser Entwerfungsart gehört die leichte 
Gonstruction ; der senkrechte Stand der Meridiane auf den Paral- 
lelen, wie auf der Kugel, und die Leichtigkeit, mit welcher sich 
die Längen und Breiten der Orte sowohl in einer solchen Karte 
eintragen , als auch wieder von ihr abnehmen lassen. 

IL Mehr Ähnlichkeit mit dem Urbilde wird fofgende Zeich- 
nung haben. Man ziehe nahe durch die Mitte der Zeichnung ei- 
nen geradlinithtcn Meridian, theile ihn in sein^ Grade g, und 
ziehe durch die Theilungspuncte auf diesen Meridian senkrechte 
Linien. Auf zweyen dieser senkrechten Linien, welche die Paral- 
lelkreise vorstellen , nehme man die einzelnen Grade y der Länge 
in demselben Verhältnisse, wie oben dieBreitengrade. Behäkman 
hähmlich die Bezeichnung des X. Gap. §. 5. des ersten Buches 
bey, so ist der Breitengrad 

g = 1— i 



i8o (i— •* Sin •9). 



und der Längengrad 






180 (x — •• Sin ' 9) T 

wo man der Kürze wegen 

« = o 

also 
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g== _ ,y=r Cosy 

a8o i8o 



setzen kann. 

Zieht man endlich durch diese Tbeilungspancte der Paral- 
lelen gerade Linien , so werden diese die übrigen Meridiane der 
Karte vorstellen. Auch eine solche Entwerfungsart ist leicht und 
einfach , und ihre Cbereinstioimung mit dem Originale , wenig- 
stens bey nicht grossen Ländern y hinreichend genau , aber sie 
hat den Nachtheil , dass bloss der mittlere Meridian auf seiner Pa- 
rallele senkrecht steht , und dass die übrigen Meridiane desto 
mehr von der wahren Lage gegen die Parallelen abweichen , je 
weiter sie von dem mittlem Meridian entfernt sind; und dass 
nuV jene zwey Parallelgrade , die unmittelbar aufgetragen 
wurden , ihr wahres Verh'ältniss gegen die Meridiangrade haben^ 
Gehören z. B. jene zwej Parallelen zu den Breiten 

a und a 

und ist wie vorhin 

a it 

180 

so sind die Werthe der Längengrade auf jenen Parallelen 
j^ s= g Cos a , y c= g Cos a\ 

Eben so ist der Längengrad eines jeden andern Parallelkreises « 
dessen Breite a' ist j gleich 

y" = gCosa". 

Allein in 'der Zeichnung ist, wie man leicht sieht, dieser Län- 
gengrad 

g [Ca"— a') Cosa — («" — «) Cos«*] 



und der Unterschied der beyden letzten Ausdrücke ist der Fehler 
der I^ängengrade des Parallellkreises der Breite et". Es ist daher 
im Allgemeinen am vortheilhaftesten , jene beyden Parallelkreise 
in gleichen Abständen von einander und von den beyden Gränzen 
der Karte zu wählen. 

IIL Genauei* noch wird die Zeichnung mit dem Originale 
übereinstimmen , wenn man statt den in II. durch die Theilungs- 
puncte des mittlem Meridians senkrechte gerade Linien, Rreis- 
bogen zieht , und auf zweyen derselben , die z. B. zu den Breiten 

a xmd OL 

gehören, die Längengrade • 

y = g Cos Ä , y = g Cos a 
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nimmt, und diese Theilstricbe durch gerade Linien vereinigt. Da- 
mit aber diese geraden Linien alle in einem Puncte, dem Mittel- 
puncte aller jener Kreise, sich schneiden, d. h. damit diese gera- 
den Linien > die Meridiane , alle auf ihrem Bogen , der Parallele^ 
senkrecht stehen , so muss der Mittelpunct dieser Kreise in der 
geraden Linie des mittlem Meridians , wie man leicht sieht , so 
genommen werden , dass seine Entfernung von dem Parallelkreis 
der Breite a gleich 

g (a — a) Cos a \ 



Cos a — Cos a 



ist. 



Diese Entwerfungsart , eine der leichtesten und besten (lir 
die Ausübung, ist von de l'Isle vorgeschlagen V und von Euler (Ac- 
ta *Acad. Petrop. 1777) näher untersucht worden. Sie ist schön 
sehr geschickt , selbst grosse Theile der Oberfläche der Erde mit 
einer hinlänglichen Genauigkeit darzustellen , daher sie auch zu 
einer Generalkarte des russischen Reiches mit Yortheil angewen- 
det wurde. 

ly. Man denke sich zwey Parallelkreise einer Kugel, die zu 
den Breiten 

a und a 

gehören , und einen Kegel , welcher |ene Kugel ringsum in dem 
Parallelkreis berührt, der zwischen jen^n beyden in der Mitte 
liegt , oder zu den Breiten 



gebort, und dessen Spitze in irgend einem Puncte p der Verlan- 
gerten Erdaxe liegt. Ist die Entfernung 

« — a 

der beyden Parallelkreise nicht zu gross , so kann man die zwi- 
schen ihnen liegende Zone der Oberfläche der' Erde nahe gleich 
dem Theile *der Oberfläche des Kegelsansehen s v^elcher zwischen 
den beyden Ebenen jener Parallelkreise enthalten ist, und dann 
diese Kegelfläche in eine Ebene entwickeln. 

Ist m einer der Puncte der Kugel 9 dordi welchen der mitt- 
lere Parallelkreis der Breite 



geht, und jC der Mittelpunct der Kugel , a ihr Halbmesser, und 
die Entfernung pm gleich R« so i$t in dem rechtwinklichten 
Dreyecke 

C p m 
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der Winkel an dem Mittetpuncte C gleich 

also auch 

Rssa Cotgi(a + X 

Da ferner ein Längengrad des mittlern Parallels gleich 

gCosi(a+a') 

ist, so ist die Neigung n der zwey geraden Linien, die durch den 
Scheitel p des Kegels gehen, und auf dem mittlem Parallelkreise 
einen Längengrad begränzen , 



Aber 



also 



n = i CosA («+a')= ! Sini (a + o'; 
R a 



• IC 






g 



IC 


= - 


1 


180 


67.396 


Sin. 


^(«4 


«0 



und daher 

n = 

Ö7 . 296 ^ 

Stellt daher eine gerade Linie den mittlera Meridian der 
»Karte , und in ihr der Punct m den Durchschnitt dieses Meri- 
dians mit jeneni'mittlern Parallelkreise vor, so nehme man in je« 
ner geraden Linie von m bis p eine Linie 

mp = R = a Cotg i C« + «') » 
ühd beschreibe aus p als Mittelpunct mit dem Halbmesser R einen 
Kreis , so wird dieser Kreis die Entwicklung des mittlern Paral- 
"lelkreises auf der Fläche des Kegels seyn. Trägt maq dann von 
dem Puncte m auf- und abwärts in der Linie mp die'Theil- 
pyncte für die einzelnen Breitengrade ein « und zieht 3urch diese 
Tbeilpuncte aus demMittelpuncte p mit dem ersten concentrische 
Kreise y so werden diese Kreise fiir die Entwicklungen der übri- 
gen Paralletkreise der Kugel auf der Kegelfläche angesehen wer- 
den können. Trägt man dann auf den mittlem durch m gehenden 
Parallelkreis von dem Puncte m zu beyden Seiten die Bogen 
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ein, und verbindet diese Tbeilpuncte mit dem Puncte p durch ge- 
rade Linien , so erhält mian die übrigen Meridiane der Karte* 
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In dieser Entwerfungsart stehen also , wie in der vorherge- 
henden , die Meridiane sei\fcrecht auf ihren Parallelen , wie auf der 
Kugel ) und obschon nur der mittlere Parallelkreis die 'Längen- 
grade genau gibt, so ist doch die Abweichung der übrigen von 
der Wahrheit nicht zu gross, wenn die Ausdehnung des .zu ent- 
werfenden Landes nicht über zwanzig Grade in Länge und Breite 
beträgt, 

y. Noch genauer wird die Übereinstimmung dieser Zeichnung 
mit dem Urbilde auf der. Kugel, seyn 9 wenn man in IV. , nach- 
dem man die verschiedenen concentri sehen Parallelkreise aus dem 
M ittelpuncte p beschriebcfn hat , nicht hioss in dein mittlem durch 
m gehenden Parallelkreis , sondern auch in jedem andern Paral- 
lelkreise , dessen Breite d' ist , die Längengrade ' 



n = 



SiQ a" 
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einträgt, und dann diese Theilstriche durch 'Linien , die andern 
Meridiane der Karte, verbindet, welche Linien also Gurven seyn 
werden, die alle auf ihren Parallel kreisren nahe senkrecht stehen « 
und mit den letzten Vierecke bilden, welche mit den ihnen ent- 
sprechenden sphärischen Rechtecken auf der Kugel nahe überein- 
stimmenwerden. Diese Entwerfungsart , welche zuerst Bonne vor- 
^geschlägen hat, ist von allen vorhergehenden die vortheilhafteste , 
daher sie - auch am meisten gebraucht wird. Man wird durch sie 
Theile der Oberfläche der Erde, die nicht über 100 und i2o 
Grade in Länge , und 60 bis 70 Grade in Breite einnehmen > noch 
mit hinlänglicher Genauigkeit dai;stellen. 

Ist 9 die Breite und % die Länge eines Punctes q vom mitt- 
leren Meridian gezählt, so ist der Halbmesser des mittleren Pa- 
rallelkreises 

p m=: R 5= a Cotg 7 (a + a ) 
und eben so der Halbmesser des Parallelkreises jenes Punctes 

SO wie der Winkel v, welchen die geraden Linien q p.und m p 
in ihrem Durchschnittspuncte p bilden , 

v = ll Cos 9 

r 

Eliminirt man aus den beyden letzten Gleichungen die Gros- 
se 9, so erhält man di^ Gleichung zwischen den Polarcodrdina«- 
ten r , v iiir die krumme Linie des Meridians , welcher zu der 
Länge X gehört. 

• 

Nennt man endlich ^ S ein Element der Fläche zwischen 
zwey Meridianen und zwey Parallelkreisen , von welchen die ern- 
sten zu den Längen 



3<8 

£9 swcjFtai m den Bratea 

f andf + df 
gdidfcst «eist dieBandiacs YieredDei 

r (iQdX^gCct.dX 
und die lÜhe iliiiillif n 

aliO Midi 

wdcher Aoidmck von 

N. ' = '■ 

integrirt, gibt 

S:sg*X(Siay' — Siny) 

wo X die Ausdehniing der Zone in Länge bezeichnet, «nd da 
ser Aosdrack mit dem im X. Cap. $. 5 des ersten Theiles gege- 
benen fär 

C CS o 

identisch ist , so folgt , dass darch diese Entwerfongsart der Fli- 
cheninhalt der zu zeichnenden Theile der Oberflädie der Kugel 
genan dargestellt wird. 

« 

VL Wenn man aber in der Verzeichnung V die Parallelen als 
gerade « auf dem mittlem Meridian senkrechte Linien annimmt« 
und dann auf jeden dieser geradlinichten Parallelen die ihm ent- 
sprechenden Werthe der verschiedenen Lädgengrade einträgt « und 
oiese.Puncte durch krumme Linien,* die Meridiane, verbindet, 
§0 entsteht die bekannte Flamsteedische Verzeichnung, welche 
man besonders zu Himmelskarten anzuwenden pflegte. Wenn sie 
gleich nicht der in V vorgetragenen an Genauigkeit gleich kömmt, 
$0 kann man doch noch beträchtliche Theile der Oberfläche der 
&rde mit hinlänglicher Genauigkeit durch sie darstellen , und sie 
vereinigt mit der Leichtigkeit der Zeichnung noch den Vortheil , 
welchen sie mit der vorhergehenden gemein hat , dass der Flä- 
cheninhalt der Karte mit jenem der Kugel übereinstimmt. Ist näm- 
lich wieder x f die Länge und Breite eines Punctes der Karte , 
und sind x y die senkrechteü Coordinatcn des Punctes, wo manx 
auf deiti mittlem Meridian vom Äquator an nimmt , so hat man. 

x=sg> 
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und 

y SS g % Cos f 

und daher das Element der FiScbc der Kjut^ 

dSssjdxssg'A. Cot f .df 

welcher Ausdruck von 

bis 

inlegrirt , gibt 

S = g* X (Sin < — Sin ^). 

Eliminirt man endlich aus den gegebenen Werthen von x 
ni|d y die Grösse f , so erhält man 

j s g A Cos » ' 

i 

die Gleichung der Meridiane der Karte. 

Über andere Verzeichnungen s. m. nebst dem oben ange« 
leigten Werke Mayers die monatl. Corresp. Vol. ii. i5 und 14« 

§. 5. 

* 

Wir wollen nun sehen ^ wie man auf einer gegen den Hori-^ 
xont und gegen den Meridian wtUkillirlich gtaeigten Ebene eine 
Sonnenuhr verzeichnet. Es sey 

E A B 

(Fig. 11) diese Uhrebene, 

HMR 
die Eben^ des Meridians 9 und 

ETHRB 
die Ebene des Horizont)» , also 

TM 

der Durchschnitt der Uhrebene mit dem Meridian. Ich will die-^ 
sen Durchschnitt 

TM 

die Mittags linie der Uhrebene nennen. 
Über der Durchschnittslinie 
E T B 
der Ubrebeoe mit dem Horizonte errichte man ein Lotn 
TA 
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in der Uhrebene « welches tiOth die Basis der Uhr heissti und 

.bestimme den Winkel 

♦ 

A T M t= a 

der Basis niit der Mittagslinie der Uhr. Zu: diesem Zwecke vrol^ 
len wir eine Yerticalebene 

ZTAv. 

wo Z das Zenith ist , senkrecht auf die Uhrebene stellen. Der 
Durchschnitt dieser Ebene mit der Uhrebene wird die Basis 

seyn. In dem so entstehenden bey A rechtwinklichten Dreyecke ist 

A Z M = 90 ~ E T H. 

Sey ' . 

^ ETH = 5 

die De c 1 i n at i o n der Uhrebene , oder der Winkel , welchen die 
Durchschnitte der Uhrebene und des Meridians im Horizonte bll« 
den , und sey 

90— A 
die Neigung der Uhrebene gegen die Ebene des Horizontes ^ also 

Z A= ZTA= A, 
50 hat man ^ da man die Grössen 

b und A 

leicht au^ Beobachtungen bestimmen kann 9 den Winkel a durch 
folgende Gleichung 

tg a = Sin A Ciplg ^. 

Für 

A = o 
ist 

a = o 

oder die Mittagslinie und Basis fällt zusammen , wenn die Uhr- 
ebene vertical ist. 

Ist iiberdiess in demselben Dreyecke 
ZM = b, AMZ=: c^ 



so ist 



Cotg b = Cotg A Sin 5 
Cos c =s Cos A Cos ö ' 



,y 



I. Es sey nun P der Pol des Äquators , und man fege durch 
die Axe TP des Äquators eine Ebene P TS, welche auf der 
Uhrebene senkrecht steht, so ist die Durchschnittslinie TS beyder 
Ebenen die S u b s t i 1 a r 1 i n i«. Man suche den Winkel 
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MTS = f > . 

der Substilarlinie mit der Mittagslinie , un<) den Winkel 
PTS = g 

t 

der Subätilariinie ifnit der Weltaxe i oder die Neigung der Welt« 
axe gegen die Uhrebene* ' 

In dem bev S rechtwinklichten Dreyecke MPS i$t, wena 
9 die Polhölie aes Ortes bezeichnet 

PM = 90 — 9 — - b. 

Es sey noch 

MPS = h 



so ist 



tangf = Cotg (y+b) Cos c 
Sin g = Cos (f + h) Sin c 

tg h = ^°*« " 



Sin (f + b) 

Da man die Lage von TM kennt, so kennt man anch, 
durch den Winkel f, die Lage der Substilarlinie TS. Legt man 
durch TS ein auf die Uhreb^ne senkrechtes Dreyeck, dessen Hy- 
pothenuse TP mit der Gathete T S den Winkel g bildet, so ist 
diese^ Hypothenuse T P die Linie des Stiles, dessen Schatten 
die Stunden anzeigen wird. Diesen Stil wird man also in der Rich- 
tung joder Hyjfothenuse befestigen. . 

II. Diess vorausgesetzt, ist es leicht, die Schattenlinie des 
Stiles oder den Winkel <o dieser Schattenlinie mit der Mittags« 
linje T M für jeden einzelnen Stundenwinkel s zu finden. Sey 
PTn ein Abweichungskreis oder ein Stundenkreis; Man suche - 
den Durchschnitt T n dieses Stundenkreisi^s mit der Uhrebene 9 
oder man süche den Winkel 

MTn = OD. 
In dem Dreyecke MnP ist 

P = s 

PM = 90— ■ -9 ^* b, 
PMn = c 
also 

^ Cotg 8 Sin e + Co.« c Sin (^ ^f- b) a 

Oot(9+b) 

oder auch , wenn 

^ STn = «>'•. / 

ist, , 

tang ^ S , 

das heisst. 
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lang «0* = Sin g tg*(h— s) 
wo man also (ur die Stunden winkel 



1^ 2* 3^ 



seut 



• » 



s = i5% 3o% 45"*. 

und wo (0 von TM^ und a>' von TS gezählt wird. 

III. Das Vorhergehende enthält die vollständige Theorie der 
Sonnenuhren auf geneigten Ebenen. Man sucht also zuerst die 
Mittagslinie (durch a) , und die Substilarlinie (durch f). ^ 

Auf der Substilarlinie errichtet man eine auf die Uhrebene 
senkrechte Ebene, und in dieser Ebene befestigt man in der Uhr- 
ebene den Stil so , dass er mit der Substilarlinie den Winkel g 
macht , und dann bestimmt man die Schattenlinien für die ein- 
zelnen Stunden durch <o oder «>'• 

rV. Für vertikala Uhrebenen werden die vorhergehenden 
Ausdrücke einfacher. Für sie ist £^ ^ also auch a und b Null , also 
bleiben nur folgende Gleichungen 

tg f = Cos S Gotg f 

Sin g r= Cos f Sin ö 

Cotg «4 = c°*e«S"S.+ Cos 2 tg ^ 

Die Basis T A ist daher hier zugleich die Mittagslinie. Dnrch 
die erste dieser Gleichungen erhält man den Winkel f der Basis 
mit der Substilarlinie ; durch die zweyte erhält man den Winkel 
g der Substilarlinie mit der Weltaxe in der di^-ch die Substilarli- 
nie auf die Uhrebene $enkrechten Ebene ; durch die dritte endlich 
erhält man die Winkel der Schattenlinien mit der Basis , und da 
in 4er letzten Gleichung für 



auch 



s = o 



tt> = o 



istt so ist der Mittagsschatten immer in der lothrechten Linie, 
oder in der Basis TA.. 

y. Für Mittagsnhren steht die Uhrebene senkrecht auf dem 
Horizont und auf dem Meridian , also ist 



' 


A = 


= o 




X 


und. 










also auch 


6 = 

1 


9» 








a = 


bs 


f = 


: • 


und 


c = 


9» 
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Man hat daher 



und 



g = 90 — 9^ 



tg CD = tg s. Cos f 

fiir diese Uhren ist also die Basis zugleich die Mitttgsiinie und 
die Substilarlinie. 

VI. l^ür Horizontaluhren ist die Uhrebene ini Horizonte, also 

A = b s=s c =s 90 
und 

Man hat daher 

tg Od =c tg s Sin 9. 

. YII. Für Äquinoctialuhren ist die Uhrebene im Äquator « also 



A ='h = — . j», 
c = 90 



und daher 

■ CO = s ■ ' ■ 

Die einfachste von allen Sonnenuhren ist also die Äquinoc- 
tialuhr. Sie ist ein Kreis 9 de$sen I^eigung gegen den Horizont 
gleich 

90 — 9, 

und durch dessen Mittelpunct senkrecht auf seine Ebene der Stil 
geht , dessen Schatten auf der in 24 gleiche Theile eingetheilten 
Peripherie die S.tunden anzeigt. 

Die einfachste nach dieser ist die Horizontal uhr VI , deren 
Neigung gegen den Horizont Null ist 9 und deren Stil gegen die 
Miitagslinie um den Winkel 

geneigt ist. Eine andere Rrelsebene senkrecht auf diesen Stil und 
in 24 gleiche Theile getheilt , wird zugleich die Äquinoctialuhr 
geben. Verlängert man die Schattenlinien dieser Äquinoctialuhr , 
bis sie die Ebene der Horizontal uhr treffen ^ so bezeic|inen diese 
Durchschnitte die Schattcnlinien der Horizontaiuhr. Ebenso kann 
man die ^ittagsuhr V, und jede andere 'mittels der Äquinoctial- 
uhr verzeichnen. . % - "^ 

In der Ausübung wird man am bequemsten so verfahren t 
Vor der Mauer, auf welcher die Uhr verzeichnet werden soll, 
stellt man einen Tisch horizontal, und über ihm eine parallel mit 
dem Horizonte bewegliche Stange, von welcher zwey Fäden mit 
unten spitzen Gewichten bis nahe an den Tisch herabhängen. Auf 
IL Z 
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<Jein Tische wird eine MiUagslinle gezogen , und die beydeii Fä- 
den werden in die Ebene dieser Mittagslinie gebracht. Stellt man 
das Auge hinter beyden Fäden so , dass sie sich decken , so . ge* 
ben sie auf der Mauer die Projection <]er Ebene , in welcher der 
Stift (Stil) in der Mauer befestigt werden muss. Um diesen Stil > 
der, immer durcji die beyden Weltpolfe gehen muss, gehörig zu 
befestigen , verfertigt man ein rechtwinklicbtes Dreyeck , dessen 
ein Winkel 9 , also der andere 90 — 9 ist. Die Cath^te bey ^ 
wird über die Hypothenuse hinaus in eine Spitze verlängert , um 
damit dieses Dreyeck in der Mauer , und zwar in irgend einem 
Puncte jener Projectionslinie zu befestigen. Während dieser Befe- 
stigung sieht man zu , dass die Cathete an f immer genau hori- 
zontal , und die Ebene des Dreyeckes immer in der Ebene jener 
bevden Fäden liege* Diess vorausgesetzt , wird der Styl parallel 
mit der Hypothenuse des Dreyeckes in der Mauer befestiget , und 
dann jenes Hülfsdreyeck wieder weggenommen. So ist der Stil 
der Wdtaxe parallel , und man kann die Schattenlinien entweder 
nach den oben gegebenen Formeln , oder nach einer richtigen 
Äquinoctial- oder Horizontaluhr, oder eifdlich auch nach einer 
berichtigten astronomischen Uhr der wahren Sonnenzeit gemäss 
auftragen. Bey den beyden letzten Verfahren kann die Mauer selbst 
eine gekrümmte Fläche seyn. 

. Es ist nur noch übrig, das Vorzüglichste, welches man bey 
der Verfertigung der Kalender zu beobachten ' hat , hier kurz zu* 
sammen zu stellen. Die jetzt gebräuchliche Methode der Einschal- 
tungen wurde schon im ersten Capitel des zweyten Buches vor- 
getragen. Die dort angezeigte Veränderung^ welche im Jahre i582 
Gregor XIH. einführte, bildet den Gregorianisch en Ka- 
lender, welchen jetzt beynahe alle Völker Europa's angenom- 
men haben; die früher gewöhnliche, nach welcher jedes durch 
vier ohne Rest theilbsfre Jahr ein Schaltjahr von 366 Tagen , und 
jedes andere ein gemeines Jahr von 365 Tagen ist, bildet den 
von Julius Cäsar eingeführten Julianischen Kalender 9 
welchen jetzt noch die Russen brauchen* TDie Gründe , welche 
Gregor XIII. bewogen , jene Reform vorzunehmen , waren 1) die 
Frühlingsnachtgleiche , nach welcher sich die kirchliche Berech- 
nung des Osterfestes und aller andern beweglichen Festtage rich- 
tete , wieder auf den 2i. März zurückzuführen, an welchen» Tage , 
dieselbe sich im Jahre 325 zur Zeit der nicäischen Kirchenver- 
sämmlung ereignet h^tte, aus welcher Ursache im Jahre i582 
zehn Tage aus dem Monat October weggenommen wurden , wo- 
durch in diesem Jahre die Frühlingsnachtgleiche , welche ohne 
dieser Änderung auf den 11. März gefallen wäre, auf den 2i. 
März gebracht wurde, und 2) die. Frühlingsnachtgleiche für alle 
Folgezeiten immer sehr nahe auf dem 21. März zu erhalten, aus 
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welcher Ursache immer drcy auf eibairder folgende Säcularfahre 
gemeine Jahre seyn sollten y wie am a. O. bemerkt wurde. 

Man bezeichnet die Tage des Jahres , von dem ersten Januar 
anzufangen ,' mit den sieben Buchstaben 

'A^ B, C» D, £9 Fj Gtj 

so dass wieder der 8.« i5. , 22. den Buchstaben A erhält. Derje^ 
nige unter diesen Buchstaben , welcher mit dem Sonntage über- 

einstimmt, heisst der Son ntagsbuchstabe. Da 

^ » 

365 = 52.7 + t 

ist , sd endigt sich jedes gemeine Jahr mi^ demselben Wochen-- 
tage, mit welchem es antkngt , woraus folgt, (iass die Sonntags^ 
buchstaben alle Jahre um eine Stelle rückwärts fortrücken , oder 
dass, wenn G der' Sonntagsbuchstabe eines Jahres ist, der des 
folgenden F , des dritten £^ u. s. w. seyn wird. Wenn aber das 
Jahr ein Schaltjahr von 

366 = 02.7 + 2 

Tagen ist , so rückt im folgenden Jahre der Sonntagsbuchstabs 
um zwey Stellen in verkehrter Ordnung fort. Da ferner der Schalt- 
tag nach dem 23. Fei^ruar eingerückt wird, so erhalten in einem 
Schaltjahre der 23. und 24. Februar denselben Buchstaben, näm^^ 
lieh E , woraus folgt , dass jedes Schaltjahr zwey Sonntagsbuch- 
staben hat, einen z. B. D vom 1. Januar bis 23. Februar, und 
vom 24. Februar bis 3i.Decemb9r den nächst vorhergehenden G. 

Im Julianischen Kalender, wo jedes vierte Jahr ein Schalt«^ 
jähr ist, werden daher die Sonntagsbuchstaben nach einer^Periode 
von ^ 

4.7 = 28 

Jahren wieder zurückkehren , welche Periode der S o n n ^ n z ir- 
kel heissjt.'!R{Ian setzte den Anfang dieser Periode neun Jahre vor 
Christi Geburt , so dass das Jahr der Geburt Christi das zehnte 
des Sonnenzirkels ist , und da die Soontagsbuchstaben rückwärts 
aus ihren Stellen rücken , so hat man deni 28* Jahre oder dem 
Ende des Sonnenzirkels den Sonntagsbuohstaben A beygelegt. 

Aus dem Vorhergehenden wird man leicht für jedes gegebe« 
ne Jahr A nach Christo den Sonnenzirkel sowohl als den Sonn- 
tagsb^iChstaben fiir den Julianischen Kalender finden* Der Son«* 
nonzirkel ist nähmlich der Rest der Division von 

A + 9 durch 28, 

und damit findet man den Sonntagsbuchstaben nach folgender 

Tafel . 

« Z % 
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Sonneiuirkel. 


Sonntagsbochsube. 


1 


GF 


s 


E 


3 


D 


4 


C 


5 


B A 


6 


G 


i 


F 

£ 


9 


DC 


lO 


B 


11 


A 


IS 


G 


i3 


F E 


14 


D 


i5 


C 


i6 


B 


;j 


A G 
F 


»9 


E 


so 


D 


«.» 


CB 


22 . 


A 


23' 


G 


24 


F 


25 


.E D 


26 


C 


12 


B 
A 



Für das Jahr A =s iQ2o ist der Sonricnzirkel 9 ^ und der 
Sonntagsbuchstabe D und G. 

I. Für den Gregorianischen Kalender ist der Sonnenzirkel 
derselbe, wie im Julianischen; der Sonntagsbuchstabe aber wird 
so gefunden. Da im Jahre iäB2 zehn Tage ausgelassen wurden, 
so rückte dadurch der JuTianische Sonntagsbuchstabe um 10 \ d. h. 
12m 3 Stellen vor, und da das S'äcularjahr 1600 auch im Grego- 
rianischen Kalender ein Schaltjahr blieb, so sind von .1 582 bis 
1700 die Gregorianischen Sonntagsbuchstaben um drey Stellen 
vQr den Julianischen voraus ^ von 1790 «— 1800 um vier Stellen , 
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'von 1800 •— 1900 um fdnf, von igoo — - Sioo um sechs 9 von 
2100 — 2200 um sieben , d. h. um keine Stelle u. s. f. 

Für 1820 war der Julianische Buchstabe .D 9 G , also der Gre-* 
gorianische B ^ A. - / 

II, Im neunzehnten Jahrhundert dividirt man die seit 1800 
verflossene f und um ihren vierten Theil vermehrte Zahl der 
Jahre durch 7 9 und subtrahirt den Rest von 5 oder i2, so er- 
hält man die Zahl des Sonntagsbuchstabens im Gregorianischen 
Kalender, wenn 

ist. 

So gibt das Jahr i825 , den Sonntagsbuchstaben E* 

Ähnliche Vorschriften kann man sich für jedes andere Jahr- 
hundert entwerfen. 

Ist der Gregorianische Sonntagsbuchstabe bekannt y so zeigt 
folgende Tafel , auf welchen Wochentag jeder Monatstag fällt. 



• 














April 


Sept. 


.' 


Febr. 






Jänner 


• 




Juny 


März 


August 


May 




July 


Dec. 


■ 


Nov. 


• 


« 


Octob. 


1 
8 


2 


3 


4 


• 

5 


6 


7 


i5 


.1 


♦ .0. 


• 

11 


12 


i3 


14 


32 


*7 


18 


10 < 

26 


20 


3l 


29 


23 


24 


25 


'27 


28 


* 


3o 

1 


3i 


f 






« 


G ; 


F 


E 


D 


C 


B " 


A 


Sonntag 

* 


Montag 


Dienst. 

f 


Mittw. 


Donner. 


Freytag 


Sonnab. 



WO der 3i. Juny für 4en 1. July gilt. 

So ist für 1823 der Gregorianische Sonntagsbuchstabe E« 
also alle Tage der Tafel Dienstage, als der 1.8. July, 2. 9. Dec.; 
und wenn man sucht , was der 20. März für ein Wochentag ist , 
so gibt die , Tafel den 18. März als Dienstag « also den 2o. als 
Donnerstag. 1 . 
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. 88. 

Eip wichtigst* Gegenstand für den Kalender« und besonders 
(lir die Festrechnung sind die Neumonde. Schon «Meton fand, 
dass die Neumonde nach ig Sonnen jähren wieder nahe auf die- 
selben Monathstage fallen. Fängt man diese Periode , den Monds- 
cirkel« mit einem solchen Jahre an, in welchem der Neumond 
auf den i. Januar fiel, so heisst die Zahl, welche anzeigt, das 
wie yielte ein gegebenes Jahr in dieser Periode ist , die goldene 
Zahl« Ein solches erste Jahr der Periode war das Jahr , welches 
unmittelbar vor Christi Geburt herging. Addirt man daher i zu 
dem gegebenen Jahre, unddividirt die Summe durch 19, so gibt 
der Rest die goldene Zahl , welche , so wie der Sonnenzirkel , für 
beyde Kalender dieselbe ist. 

1820 hat die goldne Zahl 16 t und^ 182S hat 19. 

Wenn man aber die oben gegebene Länge der Revolution 
der Erde um* die Sonne und des Mondes um die Erde unter ein- 
ander vergleicht , so sieht man , dass diese Methode des Monds- 
zirkels die Neumonde bis auf 1 Stunde s8 Minuten früher ,*als 
im vorhergehenden Mondszirkel angibt, ein Fehler, der in 3po 
Jähren scholl einen ganzen Tag beträft* ^ 

• i 9. 

E p a k t ^ eines Jahres heisst die Anzahl der Tage , welche 
^ei) o. Januar dieses Jahres, d. h. den 3i. December des vorheft* 
gehenden Jahres seit dem letzten Neumonde verflossen sind , oder 
Epakte ist die Anzahl der Tage , um welche die Neumonde von 
Jahr zu Jahr früher einfallen ; sie sind also der Unterschied eine;' 
Anzahl von Sonpen jähren über eine gleiche Anzahl von Mond- 
jahren , in ganzen Tagen ausgedrückt. Da nun das Sonnenjahr 

365' 5^ 49'. • 

und der Monat 

29^ *2* 4*' 
beträgt, aUp da^ Sonnenjahr um nahe 

10' ai^ n' 

länger, als i2 Monate ist, so nahm man in der kirchlichen Rech* 
nung in ganzen Zahlen ftir den Monat 3o Tage, ynd (lir diesen 
Unterschied 1 ] Tage an , und setzte folgende Vorschrift fest : Je- 
des Jahr des .Mondszirkels, oder jede goldene Zahl wird durch 
11 multiplicirt, und von dem Producte 3o so oft als möglich ab- 
gezogen , der Rest ist die Julianis^cheEpakte. 

1820 bat die goldene Zahl 16, also die Julianische Epakte 26, 
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I. Man sieht ieidbl» das» durch die^e Methode die Epakte 
alle 3oo Jahre nahe um einen X^g zu spät fällt Da ferner im 
Jahre i582 ^eh» Tag^ weggenommen wurden^ so wurde die 
Gregorianische Epakte «m 10 kleiner, als die Julianische « 
und dieser Unterschied djaiu^rtebis 1700. In diesem Jahre ^ wel^ 
ches nach dem Gregorianischen Kal'ender ein gemeines Jahr ist^ 
während es in dem Julianischen ei n< Schaltjahr blieb, wurde je- 
ner Unterschied um 1 Tag vermehrt, und die Gregorianische 
£pakte ist von 1700 bis 1800 um 11 Tage kleiner. Im Jahre 
iBoo trat derselbe Fall ein, und jene Differenz hätte för das ig. 
Jahrfaiiiidert in 1 2 übergehen sollen; da aber nun seit der Gre- 
gorianischen Verbesserung beynahe 3oo Jahre vergossen, waren, 
folglich die Correction der Julianischen Epakte «nach dem vor- 
hergehenden beynahe einen Tag betrug, so behielt man im 19. 
Jahrhundert die Differenz \i bejr. Dieser Unterschied wird von 

1900 bis 2200 gleich i2 seyn. 

*■ • 

Man findet daher in dem gegenwärtigen 19. Jahrhundert die 
Gregorianische Epakte , wenn man von der JuTianischen ,Epakte 
II subtrahirt, und zuerst, wenn es nöthig ist, die Julianische 
Epakte um So vermehrt* So ist fiir 1820 die Gregorianische 
Epakte \b. 

II. Die Indiction endlich , welche man auch in den^ Ka- 
lendern anzugeben pflegt , ist eine Periode von i5 Jahren (<iiedrey 
Jahre vor Chr. Geburt anfängt , und), die zu Kaiser Constantins 
Zeiten bey öffentlichen Verhandlungen eingeführt wurde. Um 
daher fiir ein gegebenes Jahr Christi die Indiction zu finden , ad- 
dirt man 5 zu der Jahrszahl, und dividirt die Summe durch lö, 
der Rest ist die Indiction , oder Römerziiiszafat in beyden Ka- 
lendern. So ist 1 1 die Indiction fiir i823. 



§. 10. 
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Nach dem Beschlüsse der nicäischenJELirchenversainmlungim 
vierten Jahrhundert „soll Ostern an deni Sonntage gefeyert wer- 
„den, der zunächst auf den Vollmond nack der Friihlingsnacht- 
„gieiche folgt, und wenn dieser Vollmond selbst ein Sonntag ist, 
„so soll Ostern auf den nächstfolgenden Sonntag verlegt werden.'* 
Die kirchliche Friihlingsnachtgleicbe aber soll immer auf den 2f. 
März fallen, für den Vollmond ab«r wird immer der 14 Tag vom 
Neumonde gerechnet, der Tag des Neumondes selbst für den er- 
sten gezählt. 

Auf diese Vorschriften gründet sich folgende Berechnung des 
Ostersonntages in beyden Kalendern , die Gauss Mon. Gdrr. t8oo 
August gegeben, nnd von der Delambre, Corr. des temi 1B17 
p. 507 einen Beweis mitgetheilt hat. 1 
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Man dividire . 

das gegebene Jahr durch 19 und nenne den Rest a 

4 b 

7 • c . 

Man dividire fei^ier 

(m -f~ ^9 ft) durch 3o und nenne den Rest d 
n-{'2h-^Ji,C'{'6d durch f e 

So ist immer der Ostersonntag den (22-|-d+e)*** März 

oder den ( d + e^— gj*" April 

* 

(nt den .Julianischen Kalender , den auch di^ Russen brauchen y 
ist diese Vorschrift ohne Ausnahme, und immer 

/ m = 15) n =: 6 

fiir den Gregorianischen Kalender aber muss man folgendes bemer- 
ken : Wenn die Rechnung (ur den Ostersonntag den 2b. April gibt , 
so muss man immer den 19. April nehmen. Wenn die Rechnung 
für den Ostersonntag den 25« April gibt, und wenn zugleich 
d = 18 lind a^ 10 ist, so muss man immer den 18. April neh^ 
men. Ferner ist im Gregorianischen Kalender - 

von i582 bis 1699 ... m=22 ... n = 2 

1700 — 1799 23 3 

1000 — - 1899 ^^ 4 

1900 — 2099 * " ^4 ^ 

Da$ Jahr 1818 gibt fiir den Julianischen Kalender 

a= i3,b = 2,c=:5' 
d = 22,e = 1 
iuso 

Ostersqnntag den i4* April, 

und für den Gregorianischen Kalender , 

a, b, c wie zuvor,' ^ 

d =t o, e = o 
also 

Ostersonntag den 22. März. 

' I. Nach dem Ostersonntage richten sich dann \i beyden Ka* 
lendern die beweglichen Feste auf folgende Art : Der Sonntag 9 
Wochen vor Ostern heisst Septuagesima , dann folgen bis Ostern 
die Sonntage Sexagesima, Quinquagesima (den Dinstag darauf 
ist Fastnacht,* und den Mittwoch Aschermittwoch), die Fasten- 
sonntage Invocavit, Reminiscere , OcuU ,# Lätare , Judica und 
Palinsonntag. Zwischen dem letzten und dem Ostersonntag ist 
der grüne Donnerstag und der Ch^rfreytag. Vierzig Tage nach 
Ostern ist an einem Donnerstage der Himmelfahrtstag , und zehn 
Tagö nachher der Pfingstsonntag« Der nächste Sonntag .nach¥fing* 
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stcn ist Trinitati») und nach diesem Mrerden-aHe« übrigen, Sonn- 
tage bis zum ersten Adventssonntag , der immer i^wischen den 
27. NovBinber und den 3. December fällt, gezählt. Die vier Qua» 
tember sind am Mittwoch nach Iiivocavit y nach Pfingsten , nach 
Kreutzerhöhung (den !i4* Sept.) und nach Lucia (den i3. Dec.) 

5. 11* 

I 

Der russische Kalender ist im Allgemeinen derselbe mit deni 
Julianfschen. Doch haben folgende YersQhtedenheiten Statt* 

I. Beyde Kalender haben zwar dieselben Perioden der Son- \ 
nen>, Moqds- und Indictionszirkel von 2Ö, 19 und i5 Jahreri, 
aber alle drey haben im russischen Kalender einen gemeinschaft«- 
lichen Anfang, die Epoche . der Schöpfung , welche sie auf das 
Jahr öbo8 vor Christi setzen. Man findet daher den russischen 
gönnen- , Monds- und Indictionszirkel , wenn man OÖ0& ^r Jah- 
reszahl der chi^istlichen Zeitrechnung addirt, und diese Summe 
durch 2Ö, 19 und lö dividirt. Darauf folgt, dass die Indiction fiir 
beyde Kalender dieselbe ist , und dass 'man aus dem Julianischen 
Sonnen - und Mondszirkel den russischen findet , wenn man zum 
ersten 1 1 addirt , und vom letzten 3 subtrahirt. * 

II. Die Sonntagsbuchstaben sind ebenfalls die sieben ersten 
ihrei Alphabets. 

1 As oder . . A 

2 Wiedi . . . . B 

3 Glagol. . • . G . 

4 Pobro . . . . D 

5 Jest E 

6 S^lo ...... S 

7 Semla: weich. S , 

und man erhält den Sonntagsbuchstaben , wenn man den russi- 
schen Sonnenzirkel (I) durch 4 dividirt , und den Quotienten zu 
dem Sonnenzirkel addirt. So hat das Jahr,i8i2d^n russischen Son-^ 
nenzirkel 1 2 , also , 

und 

i2 + 3 =3 i5. 

Efer Sonntagsbi^chstabe ist daher 

i5 oder i5 — 2.7 = 1 = A. 

III. Die Epakte (Osnowanie) jedes Jahres der Russen 
ist mit der Julianischen Epakte einerley. Man findet sie daher, 
wenn man die Julianische goldene ZanI (oder nach I. die um 3 
vermehrte goldene Zahl des russischen Kalenders) durch 11 mul- 
tiplicirt , und das Product durch 3o dividirt. Was endlich im rtis» 
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ftischen Kalendk^r Epüktä hdsst, ist nichts Anderes, als das^ 
vras man zur Osnowanie addiren muss, um die Zahl 2i oder 5i 
XU erbalten ; so gibt die Osnowanie i^ i ^^ ^^^ Epakta 7 , 26. 

IV. Die russischen Ostern kommen immer mit den Juliani-- 
sehen überein. Ist der Ostersonntag bekannt, so heisst die Zahl, 
welche anzeigt 5 um wie. viel Tage der Ostersönntag nach dem 2i. 
März alten Styls fällt , der Kalender - Schlüssel (K 1 u t s c h - G r a* 
H itz). Fällt also' z. B. Ostern den 22. 27. März, oder den 4. i5. 
April, so ist der Schlüssel 1. 6., oder 14. 25: 

Die vorzüglichsten beweglichen Festtage sind : 

Die Wasserweihe fällt immer auf den 4* Mittwoch , oder den 
%k» Tag nach Ostern ; Himmelfahrt auf den 6. Donnerstag , oder 
den 39. Tag nach Ostern; Pfingsten auf den 7. Sonntag, oder 
den 49* Tag nach Ostern ; Allerheiligen heisst der Sonntag n,ach 
Pfingsten, oder der 56. Tag nach Ostern, und dieser Sonntag ist 
zugleich der Anfang von Petri Fasten, welche bis zum 27. Juny 
inclusive dauert. Der Anfang des Triods fällt 70 Tage vor Ostern ; 
Mässopust ist der Sonntag 56 Tage vor Ostern ; Spropust ist der 
folgende Sonntag 49.Tagie vor Ostern. Das Fleischessen dauert 
vonot 25. Dec. incl. bis Mässopust incl. Mit dem Sonntage Süro- 
pust endigt die Butterwoche, und den darauf folgenden Montag 
fängt die erste Fastenwoche an , der nächstfolgende Sonntag heisst 
der Sonntag der ersten Fasten woche u. f. Der Sonntag Waji 
(Palmisonntag) schliesst die 6. Fastenwoche , und die 7. Fasten- 
woche heisst Strastnaja (Leidenswoche). 

« 

Die Türken , welche ihren Kalender bloss nach dem Monde 
einrichten, haben eine Periode von 3o Jahren', 4cren jedes 354 
Tage hat, mit Ausnahme des 2, 5, 7, j^o, i3, 16, 18, 2i , 
24 ) 26 und 29. Jahres , welche Schaltjanre von 355 Tagen sind. 
Der Schalttag ist immer der letzte Tag des Jahres. Ihre Are heisst 
Hedjscl^rah, und fängt den 16. Juli des Jahres 622 n. Ch. an, 
Welches d.er Tag der Flucht Mahommeds von Mecca nach Me- 
dina war. • 

Da jede Periode von 3o Jahren 19 gemeine Jahre von 354 
Tagen , und 1 1 Schaltjahre von 335 Tagen hat , so haben dreyssig 
Jahre io63i Tage, oder ein türkisches Jahr ist 354i^ Tage, 
also ist 

türk. Jahr 354^ x 



Julian. Jahr 365^ 1.03071 2 

Ist daher ein Jahr Christi A gegeben , und sucht man das 
ihm entsprechende türkische Jahr x und den Anfang des letzten ,* 
fto ist A -— 622 die seil dem 16. Juli 622 bis 16. Juli des gegebe* 
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nen' Jahres A verflossene Zahl der Julianisdien' Jahre y und um 
diese in türkische Jahre zu "verwandeln , hat man 

X = i.o3o7i2 (A— 622) \ 

Diese Zahl x besteht aus einer ganzen Zahl und einem Bru- 
che. Die ganze Zahl gibt das gesuchte türkische Jahr. Den Bruch 
bringt man , durch die IM^ultiplication mit 554 jv ^^^ l^^gei und 
die so gefundenen Tage werden von sg6 Tagen (d. h. vom 1. Ja- 
nuar, bis 16. Juli) subtrahirt; der Rest zeigt die vom 1. Januar 
bis zum Anfange de^ türkischen Jahres verflossenen Tage Hach 
dem Julianisrhen Kalender. Der darauf folgende Tag ist daher 
der gesuchte Neujahrstag der Türken. 

Ist die gefundene Zahl der Tage grosser als ig6 , so wird 
jene Zahl von * 

196-1-365 = 561 

abgezogen. 

Ex. Man suche den Anfang des türkischen Jahres flir das 
Jahr Christi 1797 

1797 
622 



(1175) (i.o3o7i2) = i2ii.o866 
(o . 0866) (S54iJl = 3o . 69 oder 3i 
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Das 1797. Jahr Christi ist also das i2ii« der Hedjschrah ^ 
und der Anfang des i2i2. Jahres fällt auf deo ifö.Tag nach dem 
ersten Januar , also auf den i5. Juni , Julian. KaI. 

26. Juni , Gregor. Kai. 

Hat man so ein Jahr^ so ist es leicht, durch blosse Addition 
die nächstfolgenden zu finden, wenn man bemerkt > dass alle Jahr 
der Hedjschrah Schaltjahre von 555 Tagen sind, die durch 3o ge- 
theilt , die Reste 2, 0,7, 10 ... geben* 

So ist 



V 



1797 Juni 26 -|- 354 s Y798 Jupi i5 Anfang des ersten folg. Jahres 

1 798 Juni 1 5 -4-! 355 =1799 Juni 5 zweyten 

i79(^ Juni 5-4-354 == .1800 May 25 dritten 

180Ö May 254-354= i8oiMay i4 » . . . . vierten u. s.w. 

Die Anzahl der Monate jedes Jahres ist zwölf, deren Nah- 
men vom Anfange des Jahres aq sind : 
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Mabarram hat 3o Tage . . 3a 

Safor . . 29 ..... .*. 59 

' I.Rabia •. 5o 8q 

II.Rabia •• 29 110 

I. Jornada .. So 148 

II Jornada.. 29 ....... 177 

Rajab « . 3o 207 

Schaban . . 29 25b 

Ramadan . • 3o • 266 

Schwall , . 29 ...... . 295 • 

Dulkada . . So S25 

Dalheggia . • 29 , 354 

Im Schaltjahre hat Dulheggia So Tage«- 

Ihre Festtage sind alle unbeweglich« Die vorzüglichsten der« 
selben sind 

Muharram 1 Neujahr 

lo.Ashur 
I.Rabia, i2.Mahommeds Geburt 
I. Jornada, 20. Eroberung Konstantinopels ' 
Rajab , i5 . Siegestag 

27.Mahommeds Erhebung. 
Schaban • i5 . Barah - JNacht 
Ramadan , der Fasten - Monath 
Schwall ; 1 , 2 , S , Grosser Beiram 
Dulheggia 8 . Offenbarung 

10. Kleiner Beiräm. 

Das Vorhergehende wird hinreichen 1 fiir jedes Jahr unserer 
Zeitrechnung das Vorzüglichste des türk. Kalenders anzugeben; 

§. i3. 

Die Judeti haben, wie die Türken, Mondjahre, die sie vom 
7. julianischen October des Jähret S761 vor Christo , als ihrer 
Epoche der Schöpfung , zählen. Addirt man daher zu einem ge- 
gfebenen Jahr Christi die Zahl 3761 , so erhält man das gesuchte 

Jahr der jüdischen Periode. 

^ , * 

Verschiedenen kirchlichen Einrichtungen zu genügen , haben 
sie sechs Gattungen von Jahren, angenommen. Die drey Gattun- 
gen von gemeinen Jahren haben ^ das kurze 353, das mittlere 354 > 
das lange 355 Tage ; und die drey Gattungen der Schaltjahre ha- 
ben das kurspe 383 , das mittlere 384 ^ un|j^'das lange 365 Tage . 
Die drey gemeinen Jahre, haben i3, die drey Schaltjahre abe.* 1^ 
Monate, deren Namen und Zahlen der Tage folgende sind« 
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Monate 



Tischri ...... 

Marcheschwan 

Kislev 

Thebeth 

Schefaat ...... 

Adar 

Veadar 

jyisan 

Ijar 

Sivan 

Tamuss 

Ab 

Elul.... 



Summe . . . 



Gempioe Jahre 



kurz 



roitt. 



lang 



Schaltjahre 



kurz 



mitt. 



I 



3o 

29 
29 

P 
29 

So 
*9 



3o 

29 

3o 

L' 

29 



3o 
3o 
3o 
20 
3o 

29 
3o 

29 



353 



354' 355 



So 

29 
29 

So 
«9 



383 



3» 
3d 

29t 

3o 

12 

29 



lang 



3o 
3o 
So 

3oi 

29 



384 



385 



I. Bey der Entwerfung eines jüdischen Kalenders (lir ein 
gegebenes Jahr der christlichen Zeitrechnung muss niah zuerst 
den Tag des Julianischen Kalenders finden, auf welchen der 
Oslertag der Juden fällt. , 1* . . , . 

Diese Aufgabe hat Gauss , Mon. Corr. 1802 May , aufgelöst , 
und Cresy , Corresp. ast. I, Vol. p. 556 den Beweis derselben mit^ 
getheilt. * , . 

Ist A das gegebene Jahr der christlichen Zeitrecjb«(ung , also 

B 3= A + 3760 
das Jahr der Juden * so dividire man 1 

)2 A -|~ 12 
oder , was hier einerley ist , , . , 

12 B + 17 , 

durch 19 , und nenne den liest a. 

Ferner dividire man A oder B durch 4t un4 nenne den 
Rest b. 

Man suche ferner , 

20.0955877 -f- 1.5542418 a 

+ 0.25 b* — o. «03177794 A . 
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oder auch 

32,04^0932 + I .S3434s8 a 
^ 0.25 b — 0.003177794 B 

und setze diesen Ausdruck as 

M + m, 

so dass M die ganze Zahl « und m den Decimalbruch desselben 
bezeichnet 

m 

Endlich dividire man noch 

M + 3A + 5b + i 
oder auch 

M + 3B + 5b4-5 

durch 7 9 und nenne den Rest c. 

Diess vorausgesetzt, hat man die vier folgenden Fälle zu un- 
terscheiden, ^ 

1) Ist 

C = 2 

oder.4 oder 6 , .so Üdit Ostcim den 

(M + 1)- März 
alten Styls , wof&r man den ' 

(M — So)*« April \^ ' 

nimmt , wenn IUI grösser als So ist« 

2) Ist 

>c = 1 ' 

und 

• ' a>'6 • 

und iiberdiess m gleich oder grösser als ' 

0.63287037, 
so fällt Ostern den 

(M + 2)«* März 
alten Styls. 

3) Ist 

^ c = o ^ 

und 

a>ii 

und iiberdiess m gleich oder grösser als 

0.89772376, 
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SO fällt Ostern den 

(M+.i/-/März 
alten, 'S tyls. 

4) In allen übrigen Fällen ist Ostern den M*" März alten Styls. 

Ex. Sey ^ ' ' 

ÄssiSoi 
so ist , - 

a x='a 
b=i • . 

m = 0.751 

c = 5 

-aiso Ostern den 17. Marl alten Stylt, oder den 2g. März n. St. 

Ist • 

A= 1802 



so ist 



r • 



a =3 14 

b = 2 



M = 3G 

m = 0.62859 

C = O r 

also Ostern den 56. März alten Styl», oder den 48. März^ dw h, 
den 17. April neuen Styls. 

II. Hat man so Ostern fiir ein Jahr gefunden, so erhält 
man* auch zugleich den Neujahrstag des tlairauf folgenden Jahres , 
wenn man zu dem^Ostertag i63 Tage addirt. • > 

Man findet so iiir die beyden angezeigten und die nächstfol- 
genden Jahre r . 

• «• 

Ostern Neujahrs tag 

1801. .2. 29. März ., « 8. Sept* des 5562;*^ jüd. Jahres 

1808 1.. 17. April' .•• 27. Sept .. 5563 '. 

i8o5 , . 4 7. April . . • 17. Sjept . , 5564 , 

1804 . . . 27.. März ... 6. Sept. . . 5565 

Entwickelt man so zwcy nächstfolgende Jahre, so gibt die 
nifferenz der beyden Neujahrstage zugleich die -Anzahl der Tage • 
welche in dem zwischenliegei^d^n Jahre enthalten sind, woraus 
man erkennt, zu welcher der secRs oben gegebenen Klassen das 
Jahr gehört. So hat das Jahr 556«^ und 5564 eine Anzahl von 355 
Tagen , daher sind beyde gemeine lange Jahre ; das Jahr 5565 aber 
hat 385 Tage, ist also ein kurzes Schaltjahr. 

Kennt man so die Klasse des Jahres und den jüdischen 
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I^eujahrslag im GregorUniscben Kalender y so wird man nach der 
vorhergehenden Tafel die einzelnen Monate mit ihrer Anzahl voa 
Tagen nach der Reihe neben den Gregorianischen Kalender tra- 
gen 9 und ihnen endlich die folgenden merkwürdigsten Festtage , 
die alle unbeweglich sind , bey fügen. 

Tischri i .Neujahr * 

3. Fasten Gedalia 

lo. Versöhnungsfest oder langer Tag ^ 
i5.Lauberhüttenfest * 
23 . Gesetzfreude * 
Kislev ?5. Altarfest 
Tebeth lo. Belagerung Jerusalems 
Schebat i5. Freudentag 

Adar i3. Fasten Ester.. Fällt dieser Fasttag auf den 6. 

oder 7« Wochentag , d.h. aufFfeytag oder Sonn- 

; abend.) so wird er auf den vorhergehen^n 5« 

verlegt. . 
1 4. •Kleines Purim * 
1 5. Grosses Purim * 

In Schaltjahren wird nur das kleine Purim in Adar, das 
grosse aber in Veadar gefeyert. 

Nisan , 1 5 . Osterfest * 
Ijar, lO.Schiilerfcst , ,* 

Sivan, G.Pfingsten * 
Tamuss, 17. Eroberung des Tempels 
' Abi," . q. Zerstörung Jet-usalems "'^ > . . 

10. Freudentag 
^i ., ..D^ei nait * bezeichneten werden streng gefeyert. 

' 'Das Vorhergehende reicht hin, das Yorzüglichste des Ka> 
lenders der Juden lUr jedes gegebene Jahr zu entwerfen. 

Die vorziiglichsten 1?efioden , welche die verschiedenen Na- 
tionen in ihrer Zeitrechnung brauchten , sind die constantinopo- 
litanische der griechischen Christen ^ deren An&ng die willkiihr- 
lieh vorausgesetzte Epoche der Erschaffung der Erde ist. 

Die Nabon nassarische, deren sich die Astronomen Hyparch 
una Ptolomeus bedienten , von dem Regierungsantritte des ersten 
babylonischen Königs, Nabonnassar; 

Die Olympiaden , der alten Griechen , ein Zeitraum von vier 
Jahren , deren Anfang in dem Monat Julius des Jahres 776 vor 
Christo fällt. 

Von Erbauung Roms, der republikanischen Römer, deren 
Anfang nach V^rro 753 Jahre v, Gh. fällt. 
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Römische Kaiserjahre , der Römer unter ihren Kaisern , de- 
ren Anfang 27 J. v. Ch. fällt. "^ 

Die diocietianische Periode oder die martyrr'äre , der alexan- 
drinischen Christen , mit dem ersten Jahre der Regierung des K. 
Diocietian, 284 v. Gh. anfängt 

Die jiidisi^he , türkische und christliche , die bereits oben er- 
klärt wurden , und endlich 

Die julianische Periode , die Joseph Scaliger einführte 9 und die 
ein wiederkehrender Zeitraum von 7980 julianischen Jahren ist , 
welche Zahl das Product aus dem Sonnenzirkel 28 > dem Mond- 
zirkel 19 , und der Indiction i5 ist. 

Ist daher x das Jahr der juliahischen Periode , in welchem 
der Sonnenzirkel S , der Mondszirkel M) und die Indiction I ist, 
so hat inan , wenn s mi r resp. die Zahlen der ganzen, seit dem 
Anfang der Periode verflossenen drey Zirkel sind 

X = 28 s -f S 
X = 19 m -|- M 
X = i5 r + R 

Soll diesen drey Gleichungen > in denen xeine ganze Zahl 
bezeichnet , Genüge geschehen , so findet man , wenn A eine gan- 
ze positive Zahl bezeichnet , 

X = 7980 A + ^8455 
— 3780 M — 1064 R . . 

Durch diese Gleichung kann man leicht jedes Jahr der christ- 
lichen Zeitrechnung in das entsprechende Jahr der julianischen 
Periode verwandeln. Für das Jahr Christi 1816 ist z. B« 

S = s, M== 12, R = 4 
also jene Gleichung 

X = 7980 A — 25391 

Der kleinste Werth von A 9 der (iir x eine ganze positive 
Zahl gibt, ist 

A=4 
also ist 

X = 6529. 

Das Jahr 1816 unserer Zeitrechnung ist also das 6529** der julia- 
nischen Periode , welche letzte daher im Jahre 6629 vor Ch. an- 
fing , ^nd da ^ 

Q529 — i8i6 =4710, 

so ist das erste Jahr unserer Zcfitrechnung das 47^3** Jahr der ju- 
lianischen Periode 9 oder ist A das Jahr der julianischen Periode > 
B das entsprechende Jahr Christi , so ist 

A=^47i3 + B 

n. A a 
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fiir B Jahl^e nach , und 

A = 4714 — B 
för B Jahre vor Christi Geburt. So ist 1799 nach Ch. das65ia^ der 
iulianischen Periode t und. das Jahr 776 vor Gh. das 5g3ü** der ja- 
lianiichen Periode. 

§. i5. 

Um diese verschiedenen Perioden bequem unter einander zu 
vergleichen , wollen wir sie alle auf dife älteste , die constantino- 
politanische , zurückfuhren, von der man annimmt, dass sie 
55o8. 334 Jahre vor Ch. Geburt ihren Anfang genommen habe. 
Wir wollen ferner die Zeit, welche zwischen dem Anfang einer 
jeden andern Periode und dem Anfange der constantinopolitani- 
sehen Periode verflossen ist, die Wurzel dieser andern Periode 
nennen. jSo fängt nach dem Vorhergehenden die Hedjschr.ah , oder 
die türkische Periode an den 16. Juli des Jahres 621 nach Chri- 
sto > also ist 6129.872 die Wurzel der türkischen Periode, in ju- 
lianischen Jahren ausgedrückt. Multiplicirt man diese letzte Zahl 
durch 3654-, der Länge des julianischen Jahres, so erhält man 
2238936 für die Wurzel der türkischen Periode , in Tagen aus- 
gedrückt. Die folgende Tafel gibt diese Wurzeln fiir die vorher- 
gehenden Perioden , in welcher die letzte Columne die Länge der 
in jeder Periode gebräuchlichen Jahre enthält , in mittlem Son- 
nentagen ausgedrückt. M. s» Zeitschrift f. Astronomie und ver- 
wandte Wiss. Vol. H. p. 201. 



Periode 



Constantiaopol 

Julianische 

Judische 

Olympische 

Roms Erbauung 9äch 
Varro , . 

I^abonassarische 

Römisch - kaiserliche . . 

Christliche 

Diocletianische 

Türkische .;........," 



Wurzeln 



in Jahren 



in Tagen 



Länge des 
Jahres 






o 

795.354 
1747. »00 
4732. 83o 

4755.354 
476X.488 
5481.334 

55o8.354 

579» 994 
6129.872 



290495 . 75 

638127.75 

1728668.25 

1736885.75 
1739133.50 
2002057.25 
2011919.00 
21x5525.75 

233B936 . 00 



365.25 
365.25 
565.2468222 
365.25 

365.25 
365.00 
365.25 
365.25 
365.25 
354.36666 



I 
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In, einer Periode P sey das Jahr a, und in dieser der Tag 6 
gegeben , d. h. zwischen dem gegebenen Tage und dem Anfang der 
Epoche seyen 

ganze Jahre, und 

ganze Tage verflossen. Man suche das diesem Datum der Periode 
P entsprechende Datum einer andern Periode P'. 

Ist a die Wurzel 9 und 1 die Länge des Jahrs der Periode P, 
und a' Y dasselbe fiir die Periode P^^nst ferner N'die Anzahl der 
Jahre , die von dem Anfange der Periode P' bis zu dem gegebe^ 
nen Tage verflossen sind , und immer 

A = 365.25 

so hat man sofort 

aX + (a — i) 1 + ^— 1 = a'X+N.r 
also 

1' 

wo das obere oder untere Zeichen gilt , wenn das gesuchte Da* . 
tum vor oder nach dem Anfang der Periode P' fällt. 

Ex. Sey der i2. April 1818 neuen Styls, d. h. der 3i. März 
1818 alten Styls gegeben. Man suche das entsprechende Datum 
der türkischen Periode. 

Es ist 

a = 1818 
^ = 90 
1 = x=365..25 

.a = 55o8.354 * 

r = 354.36666 

«t' = 6129.87a 

also 

« — «'=-— 621 .538 
und 

[(cc — a) + a— 1] X + 6 — 1 =436752^.495 

und diese Zahl durch Y dividirt, gibt 

N = i232'^^" i53''«* 

Seit dem Anfange der türkischen Perioder Jrf# zjä, dem gege- • 
benen Tage sind also 1 232 Jahre und i537age verlPosseU) daher 
ist der gegebene Tag der 1Ö4*' des 1 233. Jahres der türkischen Pe- 
riode. Nach §. 1 1. ist aber der erste Tag des Monats Jornada I. 
der 148** Tag des Jahres, also ist der gegebene Tag der 7. des 

A a 2 
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Jornada I. des Jahres i955, nur einen Tag fehlerÜaft, da es der 
6. des Jornada I. seyn soll, und diess ist zugleich der grösste Feh- 
ler, welchen matt bey der türkischen Periode begehe'n kann; her 
der jüdischen kann wegen der verwickelten Einrichjtung des jü- 
dischen Kalenders der Fehler bis auf 2o Tage steigen , bey allen 
übrigen Perioden endKch erhält man durch das Vorhergehende 
in ganzen Tagen genaue Resultate. 
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Erkläruu^ der Tafe l^iu 



Tafel XIV. 

Enthält die mittlem Rectascenslonen und Declinationen der vor- 
züglichsten Fixsterne für den Anfang des Jahres 1765 nachBrad- 
leys Beobachtungen, und Bessels Berechnungen derselben. (Fun- 
dam. astron.) Die beyden ersten Columnen nach der Rectascen- 
sion und Declination geben die jährliche Präcession in Rectascen- 
sion und Declination oder p, für das Jahr 1765, und p' für das 
Jahr 1800. Die folgenden Columnen geben unter dem Zeichen /* 
die Differenz dieses Bradley'schen Gatalogs von dem neuen Cata- 
log Piazzis fiir 1800 in AR und Dec| , von dem Catalog Maske- 
lynes bloss in AR für i8o5 , und von dem Catalog Orianis für 
1811 9 und Fonds für 181 5 bloss in Decl. Durch diese Grössen fi 
Jcann man ausBradleys i^ der Xafel. gegebenen Orten dieser Ster- 
ne für 1755 die Orte derselben nach Piazzi für iboo in AR und 
Decl, nach Maskelyne in AR, für i8o5, und nach Oriani und 
Pond in Deql. für 1811 und i8i3 finden. Ist z. B. 1 die Rect- 
ascension oder Declination nach Bradley fiiri755, so ist dieselbe 
r nach Piazzis neuem Catalog fiir i8oa 

1'=1 + ^(P + P')+/* 
nach Maskelyne für i8o5 

r =1 + 60 (p'_l(p' _ p)) + / 

nach Pond fiir 181 5 

1' = 1 + 58 (p' - ^ (p' -P)) + /' u. ?. ^. 

Endlich ist die eigene Bewegung des Sterns iu Rectascensioa 
oder Declination 

JL nach Piazzi 

fl. nach Maskelyn« 
60 



t^ nach Pond u. f, 
68 



jB b 2 
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Es. Bfan suche den Ort V von a Boolis (&r 1600, 00 nacfa 
Piazzi. 

BnuUeyt AR ... 1 s Sii* 7' sS^.S 



r= 211* 3^*6". 585 mitt. AIL nach Püori 

ittr 1800 



BradIe7»DecI I =s= + lo» äff ST . 6 

¥(P+P')= —770"- »97 

/•= — 87.1 



I' s so* i5' ^ff'.SoS mit Decl. nach Piazzi 

för 1800 

Eben sO hat man iOr die mittlere Dedination von « Ljrae 
(fir i8i5 nach Pond 

Bradl. Ded. ... I s + 38* 34' 11". 4 

58 (p' - tf (P'-P)) = + »49"-89 



1= 38*36'58r'.8 

Überfaatipt ist die Pricession von 1800 + T bis 1800 + T* 
gleich 

{P' + (P'-P)^~^}.(T'-T) 

und daher aus den in der Tafel gegebenen Orten I Bradleys fiir 
1^55 mit den Werthen von ;t nach Piazzi , der Ort 1' (iir das Jahr 
1800 + t 

r = i+(45+t)-(p + ^ (p'-p)) + ^ •'* 

also iär 

1800 ... l' = 1 + ¥ (p' +p) +;» 

»8o5 . .. r = 1 + 5o (p* — * (p' — p)) + ^ ;. 

1811 ... 1' = 1 + 56(p' — 4(pr — p)) + S>. 

iöi3 ... 1' = 1 + 58 (p'-JI (P' - P)) + II /» 
1820 ... i; = l + 65Cp'-^(p'-.p)) + ¥;. 
i83o . . ; r = 1 + 75 (p' - ^ (p' _, p)) + f ;, u. f. 

Ist endlich L der mittlere Ort des Sterns aus einem Catalog 
für das Jahr 1800 + T« und 1/ der mittlere Ort desselben aus 
einem Andern Catalog fttr das Jahr iBpo -f- T' , so ist dessen mitt- 
lerer jOrtfUr das Jahr 1800 + t gleich 

L + (U -. L) iULl + (P'-P) <*-^><^^^^^ 

und die eigene Bewegung des Stemi in der Zwischenzeit T' — T 
gleich 
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L'-L- (r-T) fp' + (p' - p) '!L±I) 

Der Polarstern fodert ^ wegen seiner grossen Nähe bey dem 
Pole, eine eigene Behandlung, um seinen mittlem Ort von einer 
Epoche zur andern zu übertragen« 

Nach Bradley ist (ur 1765 dieses Sterns ^ 

Rectascension a sx lo*" 55' 34''38 aus 254 Beobachtungen 
Declinätion 6 =s 87 Sg 4' • i2 aus 217 • • • 

für das Jahr i8i5 aber ist dessen mittlerer Ort. 

a* = i^'b']' ii''.2i aus i5o Beob. in Königsberg 
d' = 88 19 17.30 aus 294 Beob. in Green wich. 

Legt man diese beyden Bestimmungen zu Grunde , um dar- 
aus den mittlem Ort für irgend eine andere Epoche zu finden t 
so ist (Tbl. I. Gap. IL §. 2) 

für 1755 •.. für i,8i5 

t=+5 +65 

<ö = 2y 28' 18 '. 000 23» 2» l8''.042 

Ä,= , +0.890 + io.5a8 

^= +4^1*699 +5431.618 

a+x = io55 35.270 135721.738 

also nach §. 4 > Gleichung (4) des angezeigten Ortes 

_ L + + =r;85*8'26".935 '.. 85-58' 5i".886 

L = 85 4i5.236 85 420,268 

Be66 4 18.128 66 4 i6.'o82 

Sucht man dann den mittlem Ort des Polarsterns (lir die 
Mitte zwischen diesen beyden Epochen , oder für 17859 so ist 

t = + 35 
und die Mittel der vorhergehenden L , B sind 

B = 66*-4'i7".io5 ^ 
L = 85*.4'i7"752 

also 

L + f = 85' 35'39".52i 

und daraus findet man, nach §. 4, Glieicbling (5) 

«• + V = 12* 19' 26"898 
öder . 

I a m? 12 19 20.950 
und», ♦ 

6' SS 88 930.963 
für die mittl. Rectasc. und Declinätion des Polarsterns für 1785. 
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. Tafel .XV. 

Enthält die Constanten der Aberration jind der beyden JNuta« 
tionen in Rectascension und Declination ftir die Sterne der I. Ta- 
fel, und fiir das Jahr i825> iie auch i5 Jahre vor und nach die- 
ser Epoche gebraucht werden können. I. Theil II. Cap. 7 §. I. 
und 8 §. , so wie III. Cap. 3 § III* Allgemeine Tafeln der Aber^ 
ration und Nutation wurden am Enrde des I. Theils gegeben. 

Tafel XVI. 

Enthält die Elemente der Planeten , aus Expos, du syst, du 
monde 9 III. Edit. Die Elemente' der vier neuen Planeten , so 
wie die Massen , Dichtigkeiten u. f. aller , erwarten noch von 
künftigen BeoBachtungen ihre Verbesserung. Aus den in dieser 
Tafel gegebenen siderischen Bewegungen erhält man die tropi- 
schen , wenn man die ihnen entsprechende Präcession zu densel- 
ben addirt , die nach Cap. L des I. Theils in 100 Julianischen 
Jahren nahe 

i«23'5o% 

j\|[so in einem Tage 

o". 137166 

ist. Ist (lir einen Planeten r der Halbmesser , m die Masse , d die 
Dichte, und g der Raum, welchen frey fallende Körper auf der 
Oberfläche des Planeten in der ersten Secunde zurück legen , und 
bezeichnet man für einen andern Planeten dieselben Grössen durch 

rm'd'gf, 



so ist 



und 



d m.r'^ 



d' m'.r» 
g m.r'* 



g' m' . r* 

WO die Oberfläche der Erde g' = i5.ii3 Par. Fuss ist Gehört 
7. B. r d . . fiir die Sonne , r' d' . . fiir die Erde , so ist 



und 



^ •=: 0.25 

d' 



T = i»7 89 



oder die Dichte der Sonne ist nur ein Viertheil der Dichte der 
Erde , und auf der Oberfläche der Sonne fallen die Körper in der 
ersten Secunde durch 

(i5.ii3) (2(7.89) = 421 Par. Fuss. 
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EnthUlt die Reduction der Gleichung des M ittelpuncts in der Pa- 
rabel auf jene in der Ellipse. Ist s das Verh'ältniss der Excentri- 
cität zur halben grossen Axe , und a z=s x — s ; ferner v die wah- 
re Anomalie in der Parabel , und ▼ -i- A in der Ellipse , endlich 
5 = tg 7 V, so. gibt der erste Theil dieser Tafel den Werth von 
a ) und der zweyte den Werth von b ^ so dass man hat 

v+A = v+a + b 

Man sehe II. B. I. Cap. §* 9* 

Ex. Sey log a = 8.50993 und Parab* wah. Anom. 

V = 990 56' 56" 
a = Hh 22 5i 
b= + 5> 

Ellipt. wah. Anom. v + A = 99« 59' 69" 

P Theil. = 4.6204a 
log a s= 8.50995 



log a =s 5.x3o4i 

II- Theil. = 4.49259 
log a' = 7.01980 



'» 



« 



.-> 



log b = i'.5i225 

Tafel XVra. und XIX. 

erleichtert die im II. B. III. Gap. vorgetragene Bestimmuug der* 
Elemente einer Planetenbahn aus geocentrischen Beobachtungen* 
Die erste gibt den Werth von log y' aus h durch die Gleichung 

and die letzte gibt den Werth der Grösse ^ aus x» durch die Glei* 
chungen • ' 



1 = " 



9 9«ii 19. 11.25 

LAx'r.-ii^ 

S5 V 6j 
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Tafel XIV. 



Namen 






IfitU. AR. für 

1755 
nach Bradley 



P 
176Ö 



p' 

1800 



Piazzi 
1800 



Maskel 
i8o5 



y Pegaai 
a Anetii 
a Ceti 
a Taüri 
a Anrigae 
ß Orionis 
ß Tauri 

a Orionis 
aCanismaj. 
a Gem. aeq. 
a Can. min. 
ß Gemin. 
a Hydrae 
a Leonis 



5 

•a 

1 
1 
i 

1 

^ 1 

1 
3 

2 

s 

1 



ß Leonis 
ß Virginia 
a Virginis 
a Bootis . 
S a Librae 
a Coron. bo. 
a Serpentis 

a Soorpii 
a Herculis 
n Ophiuchi 
a Lyrae 
7 Aquilae 
a Aquilae 
P Aquilae 



2 aCapricor. 
o Cygni 
a Aquarii 
a Pisc. ausi* 
a Pegasi 
a Androm. 



2 
3 
1 
1 
3 
2 
2 

1 
3 

2 
1 

3 

1 
3 

3 

X 

3 

1 
2 

2 



28 21 17.3 

A2 22 ^.4 

65 28 21. 7 

74 5g 3o. o 

75 41 36.6 
77 42 ,20.2 



85 

9« 
109 

111 

112 

138 

148 



174 
174 
198 

211 
219 
23 i 
233 



243 
255 

260 

«77 
293 

294 
295 



3oi 
3o8 
328 

341 
343 
358 



28 
35 
43 
36 
34 
53 

49 



8 

«9 

4 

7 
20 

4 

3 



36 

52 
53 

9 

39 

42 

49 



6 
16 

17 
o 

8 
56 



43. D 
x4*6 
53. o 
56.6 
2D.9 
12. D 
29.3 



10. 8 
0.3 

47-7 

25.2 

«9-7 
5o. o 

14*4 



23.8 
18^5 
37.6 
416 
7.6 
24- o 

7'« 



37.4 
18.9 

54.2 

52.0 

36.3 
37 -6 



46."oii 

49*901 
46. 733 
5i. 226 
65. 826 
45.092 
66.579 



48. 572 
40. x63 
»7. 974 
47.902 
56.080- 
44- 236 
48.4^3 



46.583 
46. io3 
47.081 
4<. 129 
49.406 
37.869 
43.969 



54. 704 
40.901 
4i* 5i5 
3o. i34 
42. 748 
43.360 
44* ite 



5o. o5o 
30.574 
46- 273 
49.904 
44. 5<>o 
45.803 



46.076 
5o*o36 

46. 79» 
61.299 

65.961 

43. 121 

56.642 






48. 5q4 
40. 106 
67.892 

47« 873 
56. o|>5 
44. 226 
48. 354 



46. 53o 
46.098 
47. i56 
42. 137 
49* 5io 
37. 875 
44* 012 



54.810 
40.926 
41. 538 
3o. 145 
42. 742 
43. 35o 
44- i5o 



49-99Ö 
30.589 

46. 244 

49- 757 
44* 596 

45.9^ 



2"4 
8.1 
0.5 

»•9 

5.9 

1.0 

4; 5 



+ 3.3 

—22.8 

— 9-9 
—29.8 

—33.4 

— 2.2 

— 13.4 



—23.8 
+33.0 

— 1.7 
«.— 54* 6 

— 1.3 

-h 3.7 
+ 8.2 



■+-4.3 

— 2. Q 
-f- 2.3 
+11. 5 
4-3.3 
+25.5 
+ 3.8 



• 3.6 
. 2.8 
•0.2* 
•17.7 
3.1 

5.2 



+ x''4 

+ 9-8 

— 2.7 
+ 3.8 

+ 7-6 

O. o 

+ 4.7 



+ 19 

— ä6.8 

— 9. i\ 

—34.4 
—36.4 

— 2.5 

—14.7 



-—26.6 
+34-5 

— 2-3 

—69-3 

— 2.7 
+ 6.3 
+ 8.1 



— o. 3 

+ 2.8 

4-i4* o 
+.3.1 
+26.8 

+ 4*1 



+ 2.0 

— 3.5 

— 1.7 

+17* i 
■^2.7 

+ 6.7 



• 
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MitÜ. Oeclin. fdr 

« 

175? 

nacK Bradlajr. 



-h i3« 


4^ 


4- aa 


'\ 


+ 3 


-h lö 


Ö9 


-+- 45 


53 


2- * 


3a 


^ 28 


2« 

X 


-h 7 


20 


— 16 


23 


-*- 32 


23 


-*- 5 


49 


4- 28 


33 


— 7 


36 


+ i3 


9 



i4"i 

29.5 

49.1 

36.8 

4.8 

15.9 

27.7 



18.3 
53.8 
Ö7.3 
59.3 
4o.8 

34.7 
13.8 



-i- lö 66 24- 7 

-1-3 8 409 

— 9 Ö2 27. 7 

+ 20 28 5.6 

— i5 o *'a9- 1 
+ 27 35 »2. 1 
-h 7 12 48.6 



25 

i4 
12 
38 
10 
8 
5 



5» 

'41 
45 

34 

2 

a 

48 



i3 

44 

1 
3o 



öo. 6 
18.5 
37. 2 
II. 4 
3.3 
23.7 
46.9 



17 4- 4 
24 56. 7 

58.4 
49-9 



i3 55 29. 7 
27 44 » 12* 6 



P 
17Ö5 



4-2o''o5o 

17.644 

14.812 

8-323 

5. 3o5 

4.965 
4.269 



i.58i 

^ a- 994 
• 6. 709 
7. 386 
7- 696 
i5. 106 
17. i54 



10. 945 

^9- 967 
19. 060 

17. 164 

i5. 5o6 

12. 596 

12. o5i 



8.913 

4*894 
3. 173 
2.'5oo 

8.044 
8.380 
8.732 



10.360 

la. 4«g 
i7«'o58 
18. 959 
19. 188 
20. 047 



p' 

1800 



Piftzzi 
1800 



+2o"o44 
, 17.536 
i4'670 
8.117 
5. 025 
4. 770' 
4.026 



1.368 
■ 3. i6d 
• 7.006 

7.576 

7- 9» 7 
i5. 229 

17. 259 



19. 961 

19- 97« 
18. 991 

17.067 

id. 365 

12. 463 

11.894 



8.695 

4- t^o 

2.993 

2. 63i 

8.2i3 

8.553 

8.898 



10. 545 
12. 521 
17. 160 
19.026 
19. 940 
2o< o45 



h 0.4 
.^4.6 

— 3.6 

— 4.7 
—19-7 

— » o. ö 



+ 0.3 
—53.8 

— 2.4 

—44.« 
T-2.6 

H- *. 7 
+ 2.5 



— 2. 1 

—12.5 

— 0.2 
— 87. 1 

— 0.3 

— 0.3 
+ 3.9 



f- 0.8 

f- 5.5 
-r- 5.5 
+14.0 
4-2.3 
-i-20. 5 

r— 18. 4 



+ 3.8 

+ 1.9 
4-2.4 
— 6.1 

+ S.8 

-5.7 



// 



1^ 
Oria 



iaiii 



181^ 

— 4i 



./// 



Pend 
i8i3 





$ 

- o.;7 
-ro9.l8 

- 2.3 

- 4.0 




23.0 




4- i"o 

— 6. o 

— 5.5 

— 8.1 

— 23. 1 

4- 1.0 

— 10. 7 



4- 1-1 

— 70.4 

— 3.3 

— 59.7 

— 5.4 

4- *.4 
4- 1.2 




2.8 

3.7 

10. 2 

17.6 

«.7 
25.8 

25. ii 



4" 1. 1 
4- 1.5 

4- 1.4 

4- .2.6 
— 5.6 



■6 
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a Arietis. . . 
« Ceti • . . . 



a Tanri. . . . 
a Aurigae . . 
ß OrionU . . 



ß Tauri ... 
a Orionis . . 
a Can. maj. 



tu Gf raun . • • 
a C«ii. min. 
ß Gcmin . . • 



a Hjdrae . . 
a Leonis . . . 
ß Leonis.. . 

ß Virginia . . 
a Virginia. . 
a Bootis . . . 



Aberration in l "^^^ 



{^ 



o* 9636 

1. 3i34 

0. 89^2 

1. 2B82 
0.8662 



Sin (268«* 5i' 
Sin (257« \^ 
Sin (238** 3i' 
Sin (210'» 7' 
Sin (224'' 14' 
Sin (263« \f/ 



i.3i84 
0.5748 
s. 4612 
0.9089 
1.3093 
i.os;d 



Sin (201« 46' + G) 
Sin (233*» i3' + ©) 
Sin (192° 56^ + ©; 
Sin (ii5'» 47' + © 
Sin (i92« 23' + © 
Sin ( 93«» 43' -h ©! 



i.35ii Sin 
o> 3907- Sin 
i.3ioo Sin 
o* 7^00 Sin 
1. 3^^.38 Sin 
1. 1129 Sin 




17' + ©) 
57' + ©) 
16' -h ©) 

21' -I- ®) 
«5' H- ©) 

Ö2' -h ®) 



1.3749 Sin 
o*6Ö9i Sin 
i.3o35 Sin 
0.8047 Sin 
1.3568 Sin 
0.6020 Sin 



leo«" 
32» 

(27f 



44' 

'i 

64' 
6' 

40' 



©) 
©) 
©) 
©) 
©) 
©) 



1.2896 
o. Q944 
1. 2901 
0.8432 
1. 2855 
o. 9598 



Sin (xW 
Sin ( 77" 
Sin (122'' 
Sin (3o3° 
Sin ( 95'' 
Sin (3o6'' 



4a' + ©) 
34' -h ®) 
«6' -*- ®) 
öl' + ©) 
25' H- ©) 
ä4' + ®) 



1.2698 
o. 90S4 
1.2803 
o. 8843 
1. 3oy5 
1.0948 



Sin ( 95» 
Sin (276* 
Sin ( 69«' 
Sin ( 63" 
Sin ( 55<> 
Sin (298<> 



i'4- ®) 

sy + ®) 
26' 4- ®) 
36' 4- ®) 

49' + ®) 
21' 4- ®) 



T a f e 


I XV. 




_ 0.856J Sio itB- 54' + «i 
i.at.36 J»in iQ»'* »' + fl) 
©,8945 Sin .:,*• 57' + 9.) 
i.ai64 Sm .81" »y + ft) 
ogaOQ Sin (n«" 19' + ft) 


o.oi7;Sm (.87" + 10) 
9. 653 Sin (.79' + » ©) 
0.054 Sin (,&' + > 0) 
g.66a Sin (,49*' + « 0) 
o.Oio Sin(,8,' + 1 ©) 
9. 671 Sin (i55' + » 0> 






1.2668 Sin (i83" af + ft) 
0. <,6«4 Sin (.07" V + Si) 
1.3T71 Sin (iBÖ" 48^+ ft) 
0.9766 Sin (100° 35' -h a) 
,. 1699 Sin (.78° 46' + ft) 
0.9791 Sin (a8i>° 6' + SJ) 


0. 061 Sin (183° + « 0) 
9.684 Sin fi.«" + » 0) 
0. 17» Sin (185" + 10) 
9.688 Sin (io3° + 8 0) 




1.3093 Sin (18*" 5i' + SO 
0.9807 Sin ( qW »3' + ft) 
i.I4ia Sin (,§o- i5' + «) 
0. 9840 Sin ( oa" 4o' + ft 
I. 1600 Sin (18.° So' + il 
0. 9818 Sin (163" 0' + 


0. io3 Sin (181° + » 0) 
9. 689 Sin (101° + 10) 
0. o36 Sin (180° + « 0i 
9. 690 Sin f 04° + a ©) 
9. 954 Sin <,§.• + ■ ©) 
9.690 Sin (162° + 1 0) . 




1.5200 Sin (174° «' + P 
0.97"BSin 74" »5' + R 
1.S357 Sin 178" 46' + il 
0. (»695 Sin 7»" 55' + Ji 
,.3057 8ia 174° 3'+ ft 
0.9683 Sin 7,» 66' + il) 


0.115 Sin (j75- + j © 
9.6ö6Sin ( 7,' + « 
0.030 Sin (i-g- + « 
9. 686 Sin ^o" + »0 
0. 103 Sin i^S» + » 0t 
g. 685 Sin 68' + 1 0> 




i.ao23Sin (»83° 41'+ ft) 
0.9191 Sin (m8- W + il) 
1.24« Sin (,73° 46'+ ft) 
0.8965 S.n ( 38" 4' + (1) 
i.«86 Sin (170" 54'+ n 
O.857S Sin{ 13" 19' + il) 


9.997 Sm(.83- + i © 
9.670 Sin (223* + t © 
0.035 Sin (175° 4- 1 © 
9. 664 Sin ( 53° + 2 
0.022 Sin (173° + » 
g.653 Sin ( 6° + J g 




1. aigS Sin 178" 24' + jjl 
o.flS73 Sin 6' lo' + ftl 
i.aJiSSin i85° 33' + «) 
0.874» Sin i55' 10' + ft) 
1.1889 Sin i«8''49'+ ft) 
0. 9003 Sm Sio" 4' + ft) 


0. 014 Sin (179« + ■ 0) 
9.653 Sin ( 5" + kS) 
0. 036 Sin (i84'> + 2 0) 
9. 658 Sin {,60" + 2 0) 
9.98. Sin (17," +2 ©i 
9.664 Sm (326" + a ©) 
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Tafel XV. 



Aberration in | ^^ 



a* Librae . . 
« Cor. bor. 
a Strpeot. . 



d Scorpii . . 
a HerciiL'. . . 
a Opbiachi. 



d Ljrae. . . . 
y AquiUe . . 
a Aquflae . . 

ß Aquilae . . 
a* Capric . . 
a Cygni . . . 



a Acpiarii . . 
er Pisc. aust. 
a Pegaai . . . 
a Androm. . 



1. 5oiS Sin ( 47' i4' -I- 
o. 78^ Sin ( 40** Sq' + 
1.3445 Sin f 35' 48'.4- 
1. 1764 Sin (apl* 3</ + 
1 2975 Sin ( 33* 46^ -h 
o. 9975 Sin (i78« 13' 4- © 



©> 

0) 
©) 
©) 
©) 
•)) 



1. 3466 Sin ( «3'' «8' -♦- ©) 
o. M04 Sin (358<> 8^ + ©] 
1.5189 Sin ( !«• iß' -f. © 
1.0940 Sin (lyö^ *6' -h ©] 
1. 3i66 Sin ( 7* 57' -I- ©) 
i. 0764 Sin (173** y H- ©) 



1. 4i3o 

1. 252 1 

1. 3074 

1. 041^ 

1. 3o47 
1. 02l5 



Sin (3Ö2' 63' 4- ©) 
Sin (264» 5i' H- ©) 
Sin (337' 2o' -h ©) 
Sin (262» ly -1^ ©) 
Sin (336» 18' + ©) 
Sin (2d3* c/ -h ©> 



i.3oi8 Sin 
a 99iio Sin 
i. 3o8o Sin 

0. 1934. Sin 

1. 44o5 Sin 
1. 2610 Sin 



(335'* i5' 

(264* 27' 
(53o* 6' 
(ii9* 32' 
(323^ 31' 
(240* 41' 



Q) 
©) 

©) 
©> 

®) 
©) 



1. S796 Sin 

0. 8904 Sin 

1. 3333 Sin 
i*'0247 Sin 
1. 285o Sin 
1. oii5 Sin 
1.5236 Sin 
1. 0763 Sin (2i6^ 47^ 




©) 

©1 

© 

© 

©. 

©) 



*■'■ 



1.3535 Sin (ibö- tv + U) 
©.piga Siu (iSi- i& + il) 
1. UM Si" (167' 16' + R) 
0.9439 Sin iSoo'si' + JO 
i.tooo Sin (177- 39' + flV 
0.9479 Sin (396" 39' + fii 


0.047 =>"» ff"*' "•" * WJ 
9,670 Sin (i38' + a 0) 
9.955 Siu (,69° + 2 0) 
9. 677 Sin {3o6'' ,+ a 0) 
g.994Sm (.78" + 3 ©) 
9.67BSin (3o4° + a ©) 


1. 3970 Sin .85" äo' + il) 
0.9659 Sin 109° 34' + fl) 

0.979* Sin ste" V + ft) 
,.1749 Sin 178" 47' + rt) 
0.9*34 Sin («76» »3'+ m 


0.091 Sin (,B5- + « 0) 
.9.6B6 Sin <n4- + 3 0> 
9.96a Sin (178» + 3 0) 
9.683 Sin (303" + a ®> 
. 9.068 Sin (179* + 3 0) 
9.689 Sm (37a* + a ©) 


1.0377 Sin i8S'«8' + ft) 
0.9837 Sia i64° 13' + il) 
1.1B71 Sin 1830 4^' + il) 
0.9671 Sin aSi' 16' + il) 
1. 1931 Sin ifta" i5' + il) 
0. 969'> Sin 350° 34' + il) 


9. 830 Sin (184° + 3 ©) 
9. 68g Sin (863* + 3 ©» 
9.Q8iSin .83' + a0) 
|.S84Sia(a48° + 3 01 
9.987 Sin(,83° + a ©) 
9.685 Sin (347° + »©) 


1. 3008 Sin iSi" 58' + n 
0. 9639 Sin 149° «9' -+• 
i.aMiSin .76= la' + ii 
0. 9553 Sin 64° 59* + n 
t.loBi Sin ao8" W + fi 
0. 9435 Sin 339*' a' + ft 




1.U06 Sin 179» 35' + 0) 
0. S978 Sin 38' 55' + ft) 
1. 3704 Sin i65' 6* + il) 
o.87a3 Sin »3" 35' + R) 
,.3098 Sin .88' a»' + R) 
0. 66^7 Si" Mi' le- + R 
,.a3Öfl Sin i97" i9'-(- R 
0. 8565 Sin »V iV + R 


o.oi5 Sin (179- + 3 © 
9. 664 Sin ( -SS" + a © 
0. 060 Sin (i66' + a © 
9.657 Sin (ao- -f- t® 
0.00» Sin (187° + rQ 
9. 656 Sin (198- + 30 
0.036 Sin (104' + 3 © 

9,6.13 Sin [181' 4- 3 e 
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Tafel XVL 

Elemente der Planeten. 



\ 



Merkur 
Venus . 
Erde. . . 
Mars . . 
Jupiter. 
Saturn. 
Ursnos 



Merkur 
Venus . 
Erde. . . 
Mars . . 
Jupiter 
Saturn . 
Uranus 



Siderisdie Umlaufs- 
Zeiten 



Mittlere tägliche side 
rische Bewegung 



Merkur . 
'Venus . . 
ErUe. . . . 

Mi^s '. . . 
Jupitiir. . 
Saturn . , 
Uranus . 



224. 7008240 

365. 2563855 

686. 9706186 

4352. 5965076 

10758. 9698400 

3o688. 7126872 



Mittlere Länge für die 

Epoche der Mitternacht 

zwischen 3i. Dec. 1800 

und 1. Jänner 1801 

mittl. Zeit von Paris 



i*u. 



i65* 
10 

100 
64 

112 

l59 

177 



56' 


Ä7" 


74' 


44 


35 


126 


9 


i3 


99 


7 


2 


332 


12 


36 


11 


20 


22 


09 


47 


18 . 


•167 



Säcular-Aenderung 
der Ezcentricität 



o. 000003867 
o> 000062711 
o. opoo4i632 
o* 000090276 
o. 000159550 
o. ooo3 12402 
ö* 000025072 



14732". 419357 

5767.669103 

3548. 192608 

1886. 5i885o 

299. 127800 

120. 457629 

42. a3o5io 



Länge des Periheliums 
fiür dieselbe Epodbe 



21' 

37 
3o 

24 
8 
8 

21 



A7 

^1 

6 

24 
35 
58 

42 



ff 



Säcul. sider. Aende- 
rung des Periheliums 



4- 



643"56 

267. 6q 
1177.81 
i582. 43 

663.86 
1943.07 

238. 62 



1 



t'< f e 1 XVI. 

Elemeifte der Planetäri. 



5Ö7 









fittlbe grosse Axta 
der Bahnen 



o. 38709^1 
o. 72333a3 
i-oooooöo 
1. S236935 
5. A027911 
9. 0387705 
19. ab33o$o 



L'dnge des aufsteigen-; 
den Jinotens fiir die- 
selbe Epoche 



Verhältni^s derExcen- 
triciUtzurhal|]|eii gros- 
. ^evi Ax9 i8oi* 00 



" o* 20661494 
o. 00685298' 
- -0.01677976" 
-• :; o. 09613400 

0.0481784a' 
' * o. 06616830 
• b> 04667030 



AST 

11 

211 

7« 



57.' 

52 

1 

25 

3^ 
5i 



3i" 
4o 

28 

34 

47 
14 



Säe. sid. Aenderung 
. ' der Neigung 



-h i8''i85 

— 4.Ö52 

— o. 16$ 

— 22.609 

— 16. Ö12 
4- 3. i35 



Neigung der Bahn ge- 
gen die Ekliptik filr 
dieselbe. Epoche ' 



7' 
3 

1 
1 

2 
O 



o' 
23 

"öi" 

18 

2 

4' 



o'« 

55 



• o 
26 



Säe. Aenderung des 
Knotens 



-- 782^27 

— 1869.80 

p-^ 2328t 44 

— 1677. 67 

— 2266. 46 






3Ö97.46 I 



S 



i^"— "*" 



m^'mm^imßmmi'^mmmf 



fiBSi 



« « 
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Tafel 3tVI. 
J^iemente der Planeteik 



m 



Merkur 
Venis . 
Erd«. . . 
Mari . . 

Jupiter. 
Saturn . 
Urahns. 
Sonne . 



Merkur 
VemiLS . 
Erde. . . 
Milk« . . 
Jupiter. 
SaturA . 
Uranus. 



Merkur 
Venus . 
Erde* • • 
Mars . . 
Jupiter. 
Saturn. 
Uranus. 
Sonne . 



Scheinbare r Durch» 

messer lur die mittlere 

Entfernung der Sonne 

Ton der Erde 



6"6 
a6.5 

17.* 

8.0 

186.8 

171.7 

74.5 

i92«/'o 



GrÖsster und kleinster 
Ton der Erde gesehe- 
ner Durehmesser 



ix"3 
69.8 

' 17. r 
44-5 
so. I 

4.1 

3a' 56" 



6"a 
9.6 

3.6 
3o- 1 
16.3 

3.7 
3i' 3i" 



Mittlere Distanz yon 

der Erde in Million 

Toisen 



784S8 
78458 

110546 

408201 

748393 

i5o5o8o 



Massen gegen die Mas- 
se der Erde 



•^ 



o. 1^7 

o. 9243 
i.o«oo 

0.1494 

3o8. 9|o 

93.171 

1.690 

329630. 040 



Rotation 



1 Tag: 
0.97 . 

0-997 : 
1.027 

0.414 ; 
0.428 ; 

5r5.5o 



mtm 



Grdsste Distanz von 

der Erde in Million 

Toiien . 



116387 
136914 

210454 

507641 

870203 

1653762 



1- -. 
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Tafel XVI. 
EIeni«nte d«r Planeten. 



Volum 



i 



o> oö65 
o. 8828. 
1. 0.000 
Q. 1586 
ia8o. 90 
974.78 
81.26 

1395524* .40 . 



Halbe grosse kiui m 
Miäionen Toisea 



50571 

Ö6751 

78458 

110546 

400201 

7585q5 

i5o5ofio 



Kleinste Distanz von 
der Erde in MiU. Tois. 






40529 
20Ö01 

sti658 

'508760 

626Ö42 

i3564o9 



Wahrer 
Durcfamesser 



0.584 

1.000; 

o. 5i7 

10. 860 

9.982 

4*35i 

M^- 74. 



Excentricitikt in 
Mül. Toi«qn 



9242 
589 

liili 
11155 
19666 
42056 
70245 



Durchmesser in 
Toisen 



25 10000 

6276000 ' 

6542000 

5586odb' 

71054000 

655 10000 

285580UO 



- 11 



r 



/ 
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Neue Planeten« 

Ceres. 

• 

Epoche der mittl. Lünge i8öi Göttingen . . fn" 18' 36^'6 

Lttnse des Periheliains f. dieselbe Zeit • . , 140 jS6 o . 1 

Juhruche Bewegfing deeselben «4* J 1 • 3f 

Tigliche mittL trop. Bewegung . • « • • fjf/^giSo 

Logar. der halben grossen Axe o . 44su>486 

EzcentriciUt 1806 o . 078Ö028 

Jihriiche Abnahme o * 00000Ö8S 

Lknfle des Q 1806 80 63 41 • 5 

Juhrl. Bewegung * »- « + l • 48 

Neigung der Bahn 1806 10 57 5i . 2 

Jfthu. Abnahme • 1 . • • . .^ .. « . o'^44 

Pallas. 

Epoche der mit Linge i8i5 , August i8^ o Götlingen 55 1"" 4i' i8''4 
Länge des Perihetiums für diese Zeit • . . • . isi 4 46 . 5 

Länge des R . . . . • « 17S 55 0.4 

Neigung der Bahn 54 55 8 . 5 

ExcentticiUtstHnkel, t ss Sin ^ . . » . . . 9 = i5 58 5i . 7 

Tügl. mit. trop. Bewegung 768^^5954 

Logar. halbe grosse Axe •..»•^.«.•o« 445ooo5 

C.Juno. 

Epoche der mitt. Lange i8i5 Dec. 5t , o^ Gdttingea s5o* ii^S4''2 

Länge des Periheliums für dieselbe Zeit . . ... ,65. 1 4 55 • 8 

Länge des Vi • • • • • • • 171' q 58 • 9 

Neigung .'...• :... iS^o.i 

Excentricititswinkel 14 45 28 . 8 

TägHche mit. trop. Bewegung •.,•:.... 8is''.95oi 

Logar. halbe grosse Axe ««••»• o , 4166844 

V e s t a. 

: Epoche der mitt. Länge i8t4 Febr« i5 » 12^ Götüog 164" dV t7'^8 

Länge des Periheliums für dieselbe Zeit . « . . 249 58 6.7 

Länge U , aoS^ii 50 • 6 

Neigung • • • . ^ « • • 7 ; 8 16 . o 

Excentricitätswinkfl •«« 6*85o.7 

Tägl. mit. trop» Bewegung ••.••,... 977^'96i5o 

Logar. halbe grosse Axe p ^ 375at6i 

« 
« 

1 






t ■ 
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T a f 


e 1 XVU 


• 


" 4 




Erst« 


r Th ei 


I. 


• 




Arg. wmhre Anomalie itt der Pftrdft«!. 








Log. 




Log 




Log 








^■^ 




•■HW 


* 


"*- 




O» 


• • • k • 


34 


4.37514 


6« 


1 4.09685 






1 


2. 95425 


35 


4.38049 


69 


4. o5' 62 






2 


3. 25492 


36 


4. 385i9 


7« 


4- '^1359 






3 


3.45057 


37 


4. .^892 4 


7» 


3. 96291 






4 


3. 554B9 


38 


4.39266 


:« 


5. 90307 




* 


5 


3. 65ioo 


39 


4. 39545 


75 


5.80091 




• 


« 6 


3. 73941 


40 


4. 39760 


74 


1 3.74095 




l 


3. 79601 
3. 85i66 


4i 

42 


4.39912 
4. 40001 


75 
76 


5. 622Q5 
3.4^382 






9 

lO 


3. 90i3o 
3. 94536 


43 

44 


4. 40026 
4. 39088 


]l 


3. i6;^8 
0. 87018 






11 


3. 98488 


45 


4. 39881 




-h 






it 


4. 02060 


46 


4.39709 


79 


3. 16902 






i3 


4. OÖ3l2 


47 


4.39468 


80 


3. 477*7 




14 


4- 08286 


48 


4. 3qi58 

4.30775 


81 


3. 65979 






rö 


4- 11020 


49 


82 


3. 79*»99 






i6 


4- 13541 


5o 


4.3H317 


83 


3. 89400 






-17 


4. l5872 


61 


4.37781 


84 


3. 9791Ö 






i8 


4. i8o33 


52 


4.37104 


85 


4. 06202 






»9 


4. 20040 


53 


4. 36462 


86 


4. ii582 






20 


4.21906 


54 


4. 35670 


87 


4. 17«7» 




21 


4. 23642 


55 


4. 34783 


88 


'4.22412 






2^ 


4. 26259 


56 


4. 33795 


«9 


4.27112 






s3 


4. 26765 


u 


4 32699 


90 


4. ^1442 






24 


4. 28166 


4.3i4te 


9* 


4. 35466 






2Ö 


4. 29470 
4- 30682 


59 


4- 30147 


9« 


4. 39225 






X 26 


60 


4. 2867!» 


93 


4* 42757 






«7 


4* 31807 


61 


4. 27046 


94 • 

95 


4.46091 




28 


4. 32847 


62 


4. 2^253 


4. 49260 






«9 


4- 33B09 


63 


4. 23275 


96 


4. 52255 






3o 


4. 34693 


64 


4-21090 


97 


4. 5Ö121 






3i 


4. 3ö5o4 


65 


4. 18668 


98 


4. 57865 






32 


4. 36243 


66 


4- 15975 
4. 12906 


9» 


4.60495 






33 


4*36912 


67- 

• 









Tafel X VIL 
Erster T h e i 1. 

Arg. wahr« Anonulia in der Ptnbel 



S95 



100' 




6S<»i 


!3 


5. 11705 


1Ö4 


!•! 




654S6 


5. i3>65 


M 






6,8«, 


H9 


6. i*fii9 • 


i56 


io3 




,M>, 


»3o 


5.16067 


lU 


104 




71183 


i5i 


5. 17511 


i<a 




74410 


.13» 


S. )8!)Si 


1*9 


>o6 


4.J6496 


i33 


, S. 2039s 


iGo 


lll 


<■ jBsis 


j34 


5. 1183a 


161 




60483 


135 


5. S3»j5 


161 


109 




8i4o3 


136 


5. 147S0 


■es 


110 




84 178 


\U 


5. 26170 


164 






86111 


5. S7627 


les 


111' 




Ä 


•ig 

i4o 


5'.^^ 


166 
16, 


11* 


t^i 


,i4i 


5. S»o52 


168 


iiS 


14* 


5. S355i' 


169 


.16 


4-94749 


143 


5.55o66 


»70 


•M 




?«•' 


144 


5.36699 


171 



»94 



Tafel XVn. 

Zweyter Theil. 
Alf« wahr« Anona^K^ in der PanbeL 



1 
s 
3 

A 

5 

6 



7 
8 

9 
»o 

12 

13 



14 
i3 
i6 

\l 

»9 
so 



11 

SS 

S3 
s4 
S5 
s6 

«7 

«9 
3o 

3i 

3s 

33 



- 1 



s. odio 
S.3&33 

s.53oi 
S.6661 
s. 7645 
S.ft356 



S.9047 
S.9651 
3*oigo 
3.0678 
3.11S4 
3*id36 
3* 19S0 



3.SS80 
3. 36S0 
3. S941 
3.3246 
3.3536 
3.38i4 

3.4080 



3.4333 
5. 4Ö79 
3. 48i5 
3. 5o4t 
3. 5s58 
3. 5467 
3.5668 

3. 5862 
3.6048 

3. 6226 
3.6398 

3.6562 
3. 6719 



34 
35 

36 

37 
38 

39 
40 



4i 

42 
43 

44 

45 
46 

47 



48 
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